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PREFACE

Mes Le¢ons surles équations intégrales et intégro-différentielles
publiées en 1913 (') étant épuisées, I'éditeur m’a proposé d’en
fairc une nouvelle édition. Mais leur réimpression, méhme avec
des adaptations, n'aurait pas fourni un ouvrage au courant des
progrés réalisés par I’Analyse moderne. Les travaux sur le
sujet, publiés pendant les vingt derniéres années, ont été trop
nombreux pour qu'il ne devint pas nécessaire de modifier
substantiellement tout I'ouvrage. )

D’autre part le concept de trailer les équations intégrales
et intégro-différentielles comme des chapitres de la Théorie des
fonctionnelles était déja amorcé dans mes Lecons de 1913. Le
développement ultérieur de ces théories a révélé des rapports
toujours plus étroits entre leurs diverses branches, de sorte
qu’un ouvrage consacré aux équations intégrales et intégro-
différentielles, qui aurait négligé ces rapports et abandonné le
concept précédent, présenterait de profondes lacunes. Il ne
suivrait pas l'ordre naturel du sujet et il masquerait I'évolu-
tion historique de la théorie (*), qui a amené¢ aux méthodes

(') Legons sur les équations intégrales et les équalions intégro-
différentielles (Gauthier-Villars, éditeur, Paris, 1913).

(*) J'ai exposé cette évolution historique dans la premiere de mes
Legons sur les fonctions de lignes (Gauthier-Villars, éditeur, Paris,

1913).
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employées aujourd’hui pour traiter les équations intégrales
dans toute leur généralité. Ces méthodes sont en effet les mémes
que celles qui ont servi au passage des fonctions ordinaires aux
fonctionnelles; il a suffi de les appliquer aux équations algé-
briques. Dans I'un et I'autre cas on se base sur I'application
systématique et uniforme du principe dit « principe de passage
du discontinu au continu ».

C’est ce procédé que j'ai introduit et développé dés mes
premiers travaux sur les fonctionnelles et sur les équations
intégrales. J'y ai insisté dans tous mes travaux suivants et il a
été employé par ceux qui se sont occupés plus tard des mémes
sujets. Il était donc logique de penser a élargir le plan des
Lecons de 1913, en transformant 'ouvrage dans une exposition
générale de la Théorie des fonctionnelles qui se rattacherait
trés intimement a 'ordre d’idées en question.

Or un ouvrage ainsi congu existait déja, car, dans les Lecons
tenues & Madrid en 1926, j'avais exposé diverses branches de
la Théorie des fonctionnelles en donnant un développement
étendu & la parlie consacrée aux équationsintégrales et intégro-
différentielles. Ce volume, publié d’abord en espagnol et,
quelques années aprés, revisé et traduit en anglais ('), offrait
donc le plan d’aprés lequel il fallait composer le nouveau
traité. Mais il n’en donnait que le canevas, parce que I'exposé y
était limité souvent aux résultats; les démonstrations et les
développements de calcul nécessaires pour les obtenir étant la
plupart du temps négligés. Plutdt qu’un traité complet, il était
un apercu général des différentes théories, permettant de

(') Teoria de las funcionales y de las equaciones integrales e inte-
gro-differenciales (Madrid, 1927). Theory of functionals and integral
and integro-differential equations (London and Glasgow, Blackie and
Son, éditeurs, 1930).



PREFACE X

s'orienter dans '’ensemble des méthodes et des propositions
fondamentales. Pour avoir un traité complet, il fallait y
reprendre les divers détails.

C'est ce que justement M. Pérés et moi-méme nous nous
sommes proposé de faire par le présent ouvrage. Je suis sin-
cérement reconnaissant & M. Pérés, qui connait parfaitement
toutes les branches de la théorie des équations intégrales et de
la théorie des fonctionnelles et qui a apporté 4 ces parties
de I'’Analyse d'importantes contributions originales, de s'étre
associ¢ & moi dans cette entreprise.

L’ouvrage sera divisé en trois volumes. Le premier comprend
les généralités sur la théorie des fonctionnelles et sur les
extensions les plus récentes, puis I’exposé de la théorie des
équations intégrales, mis a jour et faisant connaitreles résultats
modernes a cOté des plus anciennes recherches.

L.e second volume débutera par la théorie de la composition,
qui se rattache trésintimement a celles des équations intégrales.
Nous avons déja publié sur ce sujet un traité spécial (') et
nous insisterons surtout sur les résultats nouveaux. Les Cha-
pitres suivants seront consacrés aux équations intégro-différen-
tielles et aux dérivées fonctionnelles qui constituent la suite
naturelle des équations intégrales. I.a derniére partie du second
volume sortira du cadre des théories précédentes : elleenvisagera
I'application des fonctionnelles a I'extension de la théorie des
fonctions analytiques.

Le troisiéme volume concernera les compléments des théories
déja développées et les applications; nous y exposerons en
particulier les théories modernes du Calcul des variations, les

(") Legons sur la composition et les fonctions permutables (Gauthier-
Villars, éditeur, Paris, 1924).
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fonctionnelles analytiques et les applications & la Mécanique,
a la Physique mathématique, 4 la Biologie, & la Statistique et
4 I'Economie politique.

La rédaction du présent volume a été faite par M. Pérés en
se basant sur les deux ouvrages cités.

La premiére partie (Généralités sur les fonctionnelles) se
référe au Chapitre I de ma Theory of functionals, avec des
extensions qui concernent particuliérement les travaux de
M. Fréchet sur les ensembles abstraits et I’Analyse générale,
ceux de M. P. Lévy, dont les Legons d’analyse fonctionnelle
sont souvent citées, ceux enfin de M. I'. Riesz, & qui I'on doit
nombre de mémoires fondamentaux. Bien des développements
appartiennent a M. Pérés et je signale ici I’exposé sur I'inté-
grale de Lebesgue, suivant une méthode dont le principe a été
donné par M. F. Riesz, divers points de la théorie des diffé-
rentielles et, en particulier, la forme générale du principe
d’inversion des différentiations fonctionnelles.

J’ai I’agréable devoir de remecrcier ici, en mon nom et de la
part de M. Pérés, M. L. Tonelli quinous a accordé son précieux
concours en rédigeant la seconde partie du Chapitre 11 ou est
exposée sa méthode pour I'étude de 'extrémum d'uneintégrale
simple.

Dans la seconde partie de 'ouvrage (Equations intégrales),
on a repris les questions traitées au Chapitre II de ma Theory
of functionals et dans mes Legons de 1913. 11 a éLé tenu compte
des principaux Mémoires et exposés didactiques, tels que ceux
de Hilbert, E. Schmidt, Heywood et Fréchet, I.alesco, Goursat,
Evans, Davis et beaucoup d’autres, que I'on trouvera cités dans
la bibliographie du volume. Tout en réservant pour le second
volume la théorie compléte de la composition, on en a adopté
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ici les notations et 1'on a fait usage de ses principes fondamen-
taux.

L'étude du cas singulier de l’équation de Volterra de
premiére espéce (zéro isolé de la diagonale du noyau) a été
faite en reprenant la méthode de mon premier mémoire sur le
sujet, avec un complément de M. Holmgren. M. Pérés y a
ajouté une autre méthode qui lui est propre et dont le dévelop-
pement est fort simple. Relativement aux équations dites
intégro-fonctionnelles, M. Pérés a ajouté I'exposé de divers
résultats obtenus par M. Popovici. La partie concernant les
équations de Fredholm a été complétée tant en ce qui concerne
la structure du noyau que pour I'étude des développements en
séries de fonctions fondamentales et M. Pérés a donné une
nouvelle facon d’introduire les fonctions fondamentales de
Schmidt. Quelques pages ont été consacrées aux équations
intégrales a valeurs principales, avec les recherches si
importantes de M. G. Giraud. Enfin, en ce qui concerne les
équations non linéaires, on a exposé les résultats de
M. E. Schmidt et ceux, tout récents, de M. Leray.

Lathéoric des équationsintégralesse prolonge, dans’Analyse
générale de Fréchet et Moore, par I’étude des transformations
générales dans les espaces abstraits et de leur inversion. Nous
avons volontairement laissé de cOté cette extension, qui sera
plus a sa place dans le troisiéme volume de notre ouvrage.

J'espére que les efforts accomplis par M. Pérés et par moi-
méme pour la préparation de ce volume, serviront a donner un
cadre, le plus possible complet, des théories rattachées aux
équations intégrales et fourniront une préparation suffisante
pour les théories qui seront développées dans les volumes sui-
vants.

Les Auteurs tiennent i exprimer ici leur gratitude aux
excellents éditeurs Gauthier-Villars. Ils sont heureux d’adresser
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leurs remerciements & M" Freda, qui, avec sa profonde con-
naissance du sujet, a bien voulu les aider dans la révision des
épreuves. Ils présentent enfin & M. Borel, qui a accueilli
I'ouvrage dans son importante Collection de monographies sur
la Théorte des fonctions, leurs sentiments de profonde recon-

naissance.
Vito VOLTERRA.



THEORIE GENERALE

DES

FONCTIONNELLES

LIVRE 1.

—

GENERALITES

SUR

LES FONCTIONNELLES

CHAPITRE 1.

LA NOTION DE FONCTIONNELLE.

I. -~ EXEMPLE PRELIMINAIRE.

1. Avant de définir les concepts dont nous nous proposons I'étude,
nous examinerons un probleme trés simple de maxima et minima
pour montrer comment on passe naturellement de la considération
des fonctions d’un nombre fini de variables a celle de quantités qui
dépendent d’une infinité de variables, i savoir les valeurs, en
nombre infini, assumées par une fonction arbitraire z(¢) dans un
intervalle (@, b) de valeurs de ¢.

2. Soit le produit de deux nombres «, j- dont la somme est cons-
tante. 1l est connu que ce produit est maximum quand les deux
nombres sont é¢gaux. Interprétant géométriquement ce résultat, nous
obtenons 'énoncé suivant : de tous les rectangles qui ont un méme
périmétre, c'est le carré qui donne Uaire maximum.

VOLTERRA
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Passons au probléme plus général de déterminer le polygone plan
de n c6tés qui, pour un périmétre donné, renferme I'aire maximum.
Il est facile de voir que la solution est donnée par le polygone régu-
Lier. Si nous notons les 22 coordonnées des sommets du polygone par

(‘v\)yi), (‘”21)’2), ey (J;u,.}’n),

la quantité qui doit étre rendue maximum est P'aire

n n

1

‘,VI' }’1 +1
1
fonction des 2 n variables .«;, yisoumises a la condition

n

R —
(1) }- VAz}+ Av? = const.,
i
1

en posant
L) == L4, Yy = J,

Ar = xip— Ayi= Yio— Ji-

3. Si nous considérons enfin le probléme de déterminer, parmi
toutes les courbes fermées C de longucur donnée, celle qui limite
Paire A maximum (cercle), la quantité A est donnée par

(2) A='~;A/V(.1;(l‘y-‘y(l.v)
. Y
et il y a la condition

() f V:(.L"-’-P dy?r={ = const,.
C

Les expressions précédentes dépendent, non plus d’un nombre
Jini de variables, mais des valeurs des coordonnées de tous les
points, en nombre infini, de la courbe C. Au lieu d’un probléme de
calcul différentiel ordinaire, portant sur la détermination d’un
nombre fini de quantités inconnues, nous avons affaire a un probléme
de calcul des variations, dans lequel Uinconnue est une fonetion (par
ses valeurs en tous les points d’un certain intervalle) ou une courbe
(par les coordonnées de tous ses points).

\

4. Dans le cas du polygone a n sommets, nous avions a trouver
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2n quantités (.£y, 3y ), (Lgy ¥), - .., (Zn, yn) ou figure un indice ¢,
indice discontinu et variable par valeurs entiéres de 1 a n.

Dans le cas d’une courbe fermée, par contre, il est nécessaire, pour
la déterminer, de connaitre les coordonnées z et v de tous ses points

r=ux(t), y=y(t) (altib)
aveg
(ay=ux(b), yia)y=y(bh).

Ces coordonnées dépendent d’un paramétre ¢ quti varie de fagon con-
tinue dans un intervalle (@, 6). Ce paramétre continu ¢ prend la
place de I'indice discontinu i et les sommes qui figurent dans les for-
mules (1) et (1) sont remplacées, dans (2) et (2'), par des intégrales
dans lesquelles le paramétre ¢ est variable d’intégration.

5. La marche suivie dans cet exemple particulier pour passer d’un
probléme comportant un nombre fini d’inconnues a un probléme
dans lequel I'inconnue est une fonction (probléme a une infinité
d’inconnues) a le caractére d’un principe général, et dont la portée
s¢ précisera par la suite. Dans beaucoup de cas analogues, et pour
passer de méme d’un probléme de Vanalyse ordinaire a un probléme
du caleul fonctionnel. il sera en fait suffisant de remplacer un indice
discontinu ¢ par un indice continu (ou paramétre) ¢ et de remplacer
les sommes par rapport a ¢ par des intégrales relatives a la variable
d’intégration .

Ci¢ principe, que nous appellerons principe de passage du discon-
tinu aw continu, a ¢1é donné par M. Volterra dés ses premiers travaux
sur les questions qui font 'objet du présent Quvrage. Il constitue une
méthode de découverte qui s’est révélée extrémement féconde. Son
role a été et reste fondamental dans les progrés du Calcul fone-
tionnel.

Il. — LA NOTION DE FONCTIONNELLE.

6. Cette notion fondamentale apparait comme généralisant celle
de fonction de plusicurs variables.
Une fanction de n variables

(3’ :=f(.r|,.1‘2....- .L‘,,)

est une quantité dont la valeur est bien déterminée par celle des para-
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wmétres £y, Ty, ..., Ln, variables dans un certain champ qui constitue
le domaine d’existence ou de définition de la fonction considérée. Du
point de vue géométrique on peut faire correspondre a chaque sys-
téme de valeurs z,, 24, ..., £, un point de 'espace a n dimensions;
le champ ou domaine d’existence de f aura une image géométrique
dans cet espace el a tout point du domaine ainsi représenté corres-
pondra une valeur de la fonction.

Une autre représentation géométrique est la suivante : soit dans le

Fig. 1.
plan (¢, &) (fig. 1) des droites d’abscisses fixes
ty, t, ..., U, N ST FESEE G MR

Faisons correspondre a ensemble des valeurs vy, wy, ..., @&, les
points
:\,I(ll, £y )7 “[l(t'_’, La ), Nlii(lfh 'I“.l),-

ou encore la ligne polygonale M,, My, M,, .. .; la fouction (3) des
n variables z,, ., ..., &, pourra éire considérée comme fonctlion

de cette ligne polygonale et sera définie pour un certain ensemble de
telles lignes.

7. Pour passer enfin a la notion de fonctionnelle, il suffit de rem-
placer ¢nsemble des variables (x4, .¢u, ..., 2,) par une fonction .c(¢)
définie dans un intervalle (a, b), ce qui géométriqguement revient a

remplacer la ligne polygonale précédente par Ia conrbe représenta-
tive de la fonction
£(t) (altb);

on peul dire si 'on veut que P'on est dans un espace dont le nombre



LA NOTION DE FONCTIONNELLE. ' 5

de dimensions est infini, avec la puissance du continu (cf. infra,

§ 1.

Une fonctionnelle de z(t) dans Uintervalle (a, b) sera une

quantité z, que nous noterons

)
(%) z=F[.L'(tl (h),

y
dont la valeur est déterminée par celles de la fonction z(t) sup-
posée connue lorsque t varie entre a et b, cette fonction c(t) pou-
vant étre prise arbitrairement, sous des restrictions qui limitent
le champ fonctionnel de définition ou d’exvistence de .

8. Le concept ainsi introduit contient naturellement. comme cas
particulier, celui de fonction de plusicurs variables. C'est ainsi, par
exemple, que si 3 dépend seulement des valeurs x,, &, prises par .z (¢)
en deux points fixes ¢, et ¢y de Pintervalle, ce sera une fouction ordi-
naire

(") 3= f(ary. xry)

et il est inutile de recouriv pour la représenter a une autre notation.
Considérons maintenant, par exemple.

6) ( d.r
)y S = a - .
lt 1oy

(Cesty si P'on veat, une fonctionnelle de «(¢), mais dont on peut
dire qu’elle dépend seulement de la valeur de 2(¢) au point ¢, et au
point infiniment voisin.

L’étude de fonctionnelles telles que les précédentes (5) ou (6) ne
fait pas sortir du domaine de Panalyse ordinaire.

Le cas véritablement nouveau, etauque. nous nous attachons par la
suite, est celui on 3 dépend effectivement de toutes les valeurs prises

(1) Dans ses travaux de 1887 (Bibliographic I, [108]) ot fut introduite la notion

b -
de fonctionnelle, M. Volterra employait la notation F [.z:(t)l l Tl a utilisé ulté-
a .

rieurement la notation du texte.
Quand il n’y a pas ambiguité, on peut se dispenser d'indiquer les limites de

b
variations de ¢ et écrire F{x(¢)] au lieu de F[.z:(t)] .
a .
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par z(t) dans Pintervalle (a, b); z est alors une fonction d’une infi-
nité continue de variables.

9. Précisons, avant d’aller plus loin, d’autres aspects du concept
de fonctionnelle et fixons des notations.

La fonction «(¢) peut étre dite fonction-argument on simplement
argument de la fonctionnelle F| z(¢)].

Il peut arriver que lintervalle (a, b), dans lequel on prend la
Jonction-argument pour en déduire la fonctionnelle, soit lui-méme
variable. Pour un argument z(¢) assigné dans un intervalle (a,, bo)
(auquel a et b restent intérieurs), la fonctionnelle sera alors fonction
ordinaire de @ ou b.

Notons également le cas ot 2 (¢) contient aussi d’autres variables a,
B, ...; nous écrirons alors

b
Z=F[.’L’(t, a, 3, )J =3z(2, 3 ...)
a

pour indiquer que 'opérateur fonctionnel ¥ qui, appliqué a 'argu-
ment variable 2, donne le résultat z doit étre appliqué en supposant
que les variables o, 3, ... ont des valeurs assignées; s est alors
une fonction ordinaire de «, 3, ... mais ne dépend pas de /.

La fonctionnelle peut enfin contenir des paramétres X, p, ... cn
dehors de 'argument z (+)

h
z=1F [w(t); YT ]
"

Dans ce cas, pour chaque systéme de valeurs de ces paramétres, sest
une fonctionnelle de .x(¢), au sens précédent; elle est par contre une
fonction ordinaire de A, u, ... quand £(¢) est fixe. Nous voyons donc
[l q y
que dans ce cas 'opérateur fonctionnel F fait correspondre a chaque
fonction z(t), donnée dans un certain champ, une autre fonction
’ P

h
(A, @, .. )="F [x(t); X, 4, ]
.«

Nous obtenons ainsi la notion de transformation fonctionnelle.
Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur le réle des variables ¢ et a,
B, ... ou kA, p, ..., nous pourrons omettre a et b et écrire simple-

ment .
Flz(t,a, 3,...)] ou Flz(t); \ &, ...]
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10. La notion de fonctionnelle peut étre immédiatement étendue
aux quantités z qui dépendent de toutes les valeurs de plusicurs fonc-

tions, par exemple de

r=ux(t), y=yu).
dans les intervalles

astsh, clusd.

La considération de telles fonctionnelles peut avoir son intérét,
mais il convient de noter qu’clles se réduisent immédiatement aux
précédentes ou apparaissait seulement une fonction-argument. La
donnée du couple z(¢), y(u) revient en effet a la donnée d’une
seule fonction définie par les valeurs de z et y dans un intervalle
dont la longueur est la somme des longueurs de (a, &) et de (¢, d).

11. On obtient par contre une véritable généralisation en considé-
rant une quantité 5 qui dépend de toutes les valeurs prises par une
ou plusicurs fonctions de plusieurs variables dans les champs res-

pectifs Gy, Co, .00 (1)

3= F[;l(.r‘,, Tay oo n)e 32020, SIREES &n)y oo
12. Le concept de fonctionnelle comprend enfin celui de fonction
d’une ligne et, plus généralement, d’un hyperespace (*).
Nous dirons, en effet, qu'une grandeur s est fonction d’un hyper-
espace variable S, contenu dans un espace S,(n>r) et défin
paramétriquement par des équations

L= 9,(ty, Lry ..ol l)) (r=1,2 ..., n)

lorsqu’ce tout S, correspond une valeur de s

3= F[S,].

s est donc une fonctionnelle des n fonctions ;, dépendant de
toutes leurs valeurs dans le champ G, a » dimensions, pour lequel
elles sont définies. Mais il faut remarquer que s n’est pas la fonc-
tionnelle générale des n fonctions ¢;. Si les paramétres ¢4 sont rem-
placés par d’autres ux au moyen de la transformation

ty = tl‘(ul; llz,..,,llr) (,\‘=l,".,....l')

(1) Cf. C. Fanry, (23] et [24]. Les nombres entre crochets se rapportent 2 la
bibliographie donnée a la fin du Volume.
(*) Cf. V. VoLTERRA, [108] et | 109 ].



8 CHAPITRE I.

avec le déterminant fonctionnel

D¢( b, L, ..., tr)
D(usy wyy ooy wr)

# o,

les coordonnées x; seront d’autres fonctions ¢; des nouvelles
variables u
=Yy, Usy ooy ur) =0ty b oy 1),

mais la quantité¢ z, qui dépend uniquement de la forme de Phyper-
espace S, et non de son mode de représentation paramétrique, reste
inchangde.

z est donc une fonctionnelle des ¢; jouissant de la propriété parti-
culiére suivante : elle est incariante lorsque les @; sont remplacés par

d’autres fonctions §; déduites des premiéres par un changement
des parameétres.

il. — CHAMPS FONCTIONNELS.

o
13. Une fonctionnelle F[x(t)] de la fonction 2 (t) ne sera définie

en général que lorsque «(¢) varie dans un certain champ fonctionnel.
Cest ainsi, par exemple, que la fonctionnelle

I‘ /)
F[.’r(t)] :—_f a(t)dt

a

est définie seulement dans le champ des fonctions . ui sont inté-

grables dans l'intervalle («, b) (champ dépendant d’ailleurs de la
définition adoptée pour 'intégrale). La fonctionnelle

h "
F[x(u]:f f(t, <, %[[“:3, ceey 5{-—-{) de

dr

est définie sculement pour les fonctions z(¢) qui ont des dérivées
jusqu’a Pordre n et pour lesquelles

9 () =.f(fa Ty Y T

dx dmx
dtn

est intégrable dans Uintervalle («, b).

14. L’étude des champs fonctionnels, c’est-a-dire des ensembles
dont les éléments sont des fonctlions, est évidemment d’un intérét
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primordial pour une compréhension exacte du concept de fonction-
nelle.

)
Pour une fonctionnelle F [w (t)] y le champ fonctionnel le plus vaste
a

est celui de toutes les fonctions possibles z(¢) définies dans P'inter-
valle (@, b) : il constitue en somme un « espace » a une infinité non
dénombrable de dimensions (le nombre de ses dimensions a la puis-
sance du continu en ce que chaque élément de cet ensemble est défini
par un ensemble de valeurs de z correspondantes a toutes les valeurs
de t entre @ et b).

Peu de fonctionnelles sont définies dans la totalité de ce champ et
les théories que nous développerons par la suite supposeront toujours
un domaine de définition plus ou moins restreint.

I semble d’ailleurs qu’il n’y ait point la une insuffisance de nos
moyens d’analyse et que les restrictions dont il vient d’étre question
sotent dans la nature des choses : les difficuliés que présente déja la
conception arithmétique du continu se retrouvent, i une puissance
supéricure, dans la conception du champ de toutes les fonctions pos-
sibles. 1l est donc sans inconvénient, dans certains cas méme néces-
saire. de se limiter a des classes de fonctions telles que chacune soit
caractérisée par une infinité dénombrable de conditions ('). La classe
des fonctions intéressantes et auxquelles on se bornera dépendra du
probléme envisagé et aussi de nos moyens d’analyse.

15. Sans prétendre en aucune facon a étre complet, citons ici les
champs fonctionnels les plus couramment utilisés.

Un champ assez restreint, mais d’intérét notable, est celui des fonc-
tions analytiques sur le segment (a, b). 1l a une infinit¢ dénombrable
de dimensions en ce sens que ses éléments «(¢) sont déterminés par
les valeurs de « et des dérivées successives en un point fixe (coeffi-
cients d’un développement de Taylor).

Un champ 'plus vaste est celui des foncuions continues x(t). 1l a
aussi une infinité dénombrable de dimensions, puisqu’une fonction
continue cst déterminée par ses valeurs aux points d’abscisses ration-

(') Pour toutes ces questions le Lecteur se reportera aux Ouvrages de M. Borel
ct, en particulier, aux Notes III, IV et VI de ses Lecons sur la théorie des fonc-
tions [9].
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nelles ou parce qu’elle peut étre considérée comme limite de fonctions
analytiques, ou méme de polynomes (Weierstrass [119]).

Plus étendu encore est le champ des fonctions limites de fonctions
continues. En général nous pouvons adopter la classification bien
connue de Baire [8] qui s’applique aux fonctions actuellement les
plus intéressantes pour P'analyse.

D’autres champs intéressants seront ceux des fonctions dérivables
jusqu’a un certain ordre, des fonctions a variation bornée, des fonc-
tions dont le carré est sommable, etc.

16. Par la suite le champ auquel nous nous limiterons dépendra,
comme il vient d’étre dit, de la nature de la question traitée. Mais il
nous arrivera de le restreindre encore pour la simplicité de I'exposi-
tion. Il y a ainsi souvent gros avantage a se limiter a la considération
des fonctions généralement continues (') ou bien généralement con-
tinues ainsi que quelques-unes de leurs dérivées ct, les résultats
élant acquis, il est aisé de passer, par des procédés de prolongement
dont le lecteur aura assez d’exemples, aux cas plus généraux.

lV. — FONCTIONNELLES ET FONCTIONS D'UNE INFINITE
DENOMBRABLE DE VARIABLES.

17. Les considérations précédentes appellent quelques remarques
sur le rapport entre la théorie des fonctionnelles ct celles des fonc-
tions d’une infinité dénombrable de variables.

Une fonction analytique de ¢ est délerminée par les coefficients
(coy %1y « ooy Any .. .) de son développement en série de Taylor; une
fonction sommable et de carré sommable peut étre considérée comme
définic par les coefficients (cy, €3, ..., ¢4, ...) d'un développement
en série du type de Fourier

c191(t)+caga(t)+...4+cChon(t)+...,

procédant suivant des fonctions ¢, (¢), 95(¢), ..., 9a(¢), ... données
et formant un systéme orthogonal complet (¢f. Chap. X).
Dans I'un et I'autre cas les fonctionnelles correspondantes s’identi-

(') Clest-a-dire continues sauf en un nombre fini de points de discontinuité.
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fieront avec des fonctions d’une infinité dénombrable de variables et,
du point de vue géométrique, elles pourront apparaitre comme fonc-
tions d’un point variable dans un espace a une infinité dénombrable
de dimensions : espace analytique, étudié tout d’abord par Pincherle
et Bourlet (') dans le premier cas, espace hilbertien dans le second cas.

18. Si l'on se place au point de vue réaliste qui est celui de
M. Borel et de beaucoup de spécialistes de théorie des ensembles, et
si 'on admet avec eux que la notion de fonction la plus générale est
en quelque sorte au dela des mathématiques, toute portion utilisable
de I'espace fonctionnel général n’aura pas une puissance supéricure
a celle des ensembles précédents. Le calcul fonctionnel a-t-il donc,
autrement qu’en apparence, une généralité supérieure a celle des
théories sur les fonctions d’une infinité dénombrable de variables,
théorie de 'espace hilbertien par exemple ?

19. Pour répondre a cette question nous ferons d’abord remar-
quer que le calcul fonctionnel est capable de toute théorie de ce
genre, actuellement établie ou a venir. De plus, et ¢’est la un point
que 'on apercevra clairement par la suite, le point de vue purement
fonctionnel, qui est celui de M. Volterra, est nécessaire pour mettre
en évidence, de la fagon la plus immédiate, des concepts dont Putilité¢
ne peut éire mise en question.

L'un de ces concepts est celur de dérivée fonctionnelle (cf.
Chap. IV) qui ne pourrait en aucune facon étre suppléé par celui de
dérivée d’une fonction d’une infinité dénombrable de variables : si
par exemple, on envisage une fonctionnelle I comme fonction des
coefficients de Fourier de son argument z(t), les dérivées par-
JF

telles
()C,'

dépendent essenticllement du choix du systéme orthogonal
?I(t)) ?2([)1 se ey (,Dn(t)7

elles n’ont pas le caractére intrinséque que présente le concept tout
différent de dérivée fonctionnelle.

A cet égard on pourrait dire que, dans le calcul fonctionnel géné-
ral, les théories sur les fonctions d’une infinit¢ dénombrable de
variables occupent unc position assez analogue a celle de la géomé-

(') Cf. PiNvcHERLE, [84]; Bourier, [11].
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trie cartésienne par rapport a analyse vectorielle : la représentation
d’une fonctionnelle par une infinité dénombrable de variables implique
le choix d’un systéme de référence [qui sera par exemple défini par
la suite orthogonale des 9;(¢)].

20. Historiquement le développement de I’Analyse fonctionnelle a
précédé de bien des années celui des théories concernant P'espace
hilbertien. Ces derniéres théories ont pris récemment un grand
développement par suite de leur application a la physique des quanta.
Mais divers Mémoires marquent un retour au point de vue initial.
Nous citerons en particulier : unc intéressante étude de Heisenberg
ct Pauli sur la dynamique des quanta [63]; les travaux de
Conforto [12] qui étend a 'analyse fonctionnelle les théories de Ricci
et le parallélisme de Levi-Civita; les résultats obtenus par Fantappié
en ce qui concerne le calcul des matrices, résultats (ui découlent de
sa théorie des fonctionnelles analytiques.

Cette derniére théorie [27], que nous aurons a exposer dans un
autre volume du présent Ouvrage, aboutit essentiellement a Pappli-
cation de la notion de dérivée fonctionnelle dans une question ou,
a priori, il pouvait paraitre difficile d’appliquer les méthodes mémes
du calcul fonctionnel et ou pourtant elles se sont révélées trés
fécondes.

21. Les remarques précédentes n’impliquent point, bien entendu,
que l'on doive négliger les méthodes basées sur les fonctions i une
infinité dénombrable de variables : MM. Hilbert, Schmidt, Vitali et
d’autres auteurs en ont tiré une ample moisson de beaux résuliats.
Nous aurons d’ailleurs a faire place a ces méthodes dans le présent
Ouvrage.

V. — ENSEMBLES ABSTRAITS ET ANALYSE GENERALE.

22. Notons pour terminer qu’une théorie générale qui englobe non
seulement les champs fonctionnels, mais les ensembles abstraits dont
les ¢éléments peuvent étre de nature quelconque et non spécifiée, a
été développée indépendamment par M. Fréchet et E. 1. Moore ('),

(') E. H. Mooue, [78]; Fafcuer, [35].
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dans une série de mémoires qui donnent les bases d’une nouvelle
théorie appelée Analyse générale.

Le point de départ de M. Fréchet peut éwre résumé de la fagon
suivanle : on ne peut limiter a Pavance le chump dans lequel doit
étre choisie la variable d’une foncuionnelle; il faut donc développer les
démonstrations « sans faire entrer en ligne de compte la nature de la
variable envisagée et en retenant les propriétés topologiques de
Pespace, du champ de variation ». E. H. Moore propose, de méme,
d’extraire les notions plus abstraites communes a plusieurs théories
et de les généraliser ainsi en abandonnant pour chacune les propriétés
particuliéres qui dépendent des ¢léments concrets qu’elle concerne.
C’est la marche qu’a toujours suivie la pensée mathématique et, pour
ne citer qu’un exemple, des principes analogues sont a l'origine du
développement de la théorie des vecteurs.

23. Bien que nous ne puissions, dans le présent Ouvrage, rester
au point de vue de U'Analyse générale, nous pensons qu’il.y a gros
avantage a s’y placer au début. Aussi envisagerons-nous le cas
d’ensembles abstraits dans ce paragraphe et an début du prochain
Chapitre, en renvoyant le lecteur, pour plus de détails. anx travaux
des auteurs déja cités, ainsi qu’a ceux de Urysohn, Alexandrof,
P. Lévy et beaucoup d’autres. Nous signalerons tout particulierement
le récent Traité de M. Fréchet (7).

24. Le concept de fonctionnelle, ou dopérateur fonctionnel, s’étend
bien entendu sans difficulté a ces ensembles abstraits. Nous pourrons
dire que U[A] est une fonctionnelle uniforme dans un ensemble
abstrait E si & tout élément A de E correspond un nombre bien
déterminé U[A]. M. Fréchet étend méme ce concept a des relations
entre deux éléments de nature quelconque.

L’étude des propriéiés d’un tel concept ne peut-étre développée
qu’en choisissant quelques propriétés imposces aux ¢léments de E.
C’est ainsi que (Cf. le Chapitre suivant) pour étudier la continuité et
développer ensuite un calcul infinitésimal des fonctionnelles géné-
rales, il faudra transporter le concept de distance au champ abstrait
et préciser les propriétés infinitésimales des cnsembles d’éléments de
ce champ.

(') [48], olt Pon trouvcra une hibliographie trés compléte.
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25. Si, en particulier, ¢tant donné un ensemble E, nous consi-
dérons comme éléments d’un nouvel ensemble les ensembles partiels
E,, Ey, ..., Es, ... qui peuvent étre extraits de E nous pourrons
définir une fonction d’ensemble V[E,] et c’est la une généralisation
du concept de fonction de ligne, puisqu’une ligne est un ensemble
particulier extrait de l’espace dans lequel elle est placée.

D’importance particuliére sont les fonctions additives d’ensemble
qui jouissent de la propriété suivante : E, et E, étant deux ensembles
sans éléments communs et

E=E +E

I’ensemble formé par leur réunion, on a
(7) V[E|=V[E|]+ V[E:].

26. Un premier exemple trés simple de fonction additive
d’ensemble est donnée par 'accroissement

Af = f(&2) — f(t1)

d’une fonction dans un intervalle (¢, t,), intervalle qui constitue un
ensemble particulier des points du segment (a, b). Cette fonction
d’ensemble sert a définir U'intégrale de Stieltjes (')

b

f sty dfit)=lim ¥ FAf
1

a L= ®

quand la limite existe; les termes de la somme au second membre

sont les produits de valeurs z, comprises entre le maximum et le
minimum de z(¢) dans intervalle (¢,_,, ¢.) par 'accroissement cor-
respondant

Afr=f(tr)— fltr)

et la limite concerne le cas on Pamplitude maxima p des n inter-
valles en lesquels est divisé le segment (a, b) tend vers zéro.

27. Un autre exemple est donné par la mesure M(E) d’un ensemble
de points d’un espace ordinaire, la propriété d’additivité exprimée

(*) Cf. par exemple P, LEvy, [70], Chap. IIl. Nous revenons sur cette notion
page 56.
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par (7) devant étre remplie pour toute définition acceptable de la
mesure, La mesure étant d’ailleurs définie élémentairement pour
les figures simples (intervalle, rectangle, etc.), le probléme général
de la mesure est un cas particulier du suivant : prolonger, pour
d’autres ensembles. une fonction additive connue pour des domaines
élémentaires ().

(') Le développement de telles questions nous entrainerait en dehors de notre
sujet; le lecteur pourra se reporter au livre de M. de La Vallée Poussin [105].
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CONTINUITE DES FONCTIONNELLES ET QUESTIONS CONNEXES.

I. — LIMITE ET DISTANCE DANS UN ESPACE ABSTRAIT.
LA NOTION I’ENSEMBLE COMPACT.

|. Espaces (£) de Fréchet. — Pour poursuivre I'étude des espaces
abstraits il faut introduire quelques propriétés de leurs ¢léments.
Dans la plupart des questions il est nécessaire, comme lindique
E. H. Moore, de postuler au moins l'opération qui fait passer d’un
ensemble des éléments considérés a 'ensemble dérivé,

Suivant, dans ces questions, les idées de M. Fréchet ('), nous
admettrons d’abord que I'on ait choisi, dans 'ensemble (ou espace)
abstrait considéré, qui sera désigné par (&), une définition de la con-
vergence d'une suile jouissant des propriétés suivantes :

a. Siune suite Ay, A,, ... formée d’éléments de (&) converge
vers B, toute suile qui en est extraite converge aussi vers B;

b. Une suite dont tous les termes sont identiques, A. A, ..., con-
verge vers A.

Un espace abstrait pour lequel on peut définir la convergence d'une
suite d’éléments en respectant ces deux propriétés est dit, suivanl
M. Fréchet, espace (£). 1l convient de remarquer que, bien souvent,
unc définition de la convergence respectant les conditions (a) et ()
est imposée par la nature des questions étudiées.

2. Espace distanciable. — Un cas plus particulier, mais fort impor-
tant, est celui d’un espace (£) pour lequel la notion de convergence

(') Pour tout ce pavagraphie, ¢f. Fuicugr, {35 ].



CONTINUITE DES FONCTIONNELLES ET QUESTIONS CONNEXES. 17

d’une suite peut &tre relide a une définition de la distance de deux
¢léments de 'ensemble.

Il est naturel d'imposer a une telle distance les conditions sui-
vantes :

1” La distance de deux éléments quelconques A et B est un nombre

(A, B)=(B, A)2o0.

2* La distance (A, B) n’est nulle que si les ¢léments A et B coin-
cident. :
3* Quels que soient les éléments A, B, C, on a

(A, B)S(A, CYy+(C, B).

Dans tout ensemble abstrait (&) on peut détiniv une distance véri-
fiant les conditions (1), (2), (3) ('), mais, s’il s’agit d’un espace (£),
on posséde déja une définition de la convergence d’une suite et, pour
présenter quelque utilité, la distance doit vérifier la quatriéme condi-
tion suivante :

4" Pour que A soit la limite d’une suite Ay, Ay oo0, A ool il est

. . . . . 1
néeessairve et suffisant que la distance (A A,)) tende vers zéro avec -

Lorsqu’un espace (£7) est capable d’une définition de la distance
satisfaisant aux conditions 1 a 4 nous dirons que ¢’est un espace (@)
ou un espace distanciable. 11 faut envisager un espace distanciable
pour généraliser, le plus complétement, les propriétés des ensembles
de points et des fonctions de pont.

3. Exemple d’espace ( L) qui n’est pas distanciable. — Un espace (£)
quelconque sera-t-il nécessairement distanciable ? La réponse a cette
question est négative et il est facile de le voir par des exemples.

Soit U'ensemble de toutes les fonctions z(¢) (a<t<b) et adoptons
pour la convergence d’une suite de telles fonctions vers la fonction
limite 2(¢) la définition usuelle (convergence en chaque point ¢t con-
sidéré individuellement). On vérifie qu’il est impossible de relier cette
notion de convergence a une distance possédant les propriétés pré-

(') En prenant, par exemple (A, B):= 1, saul si A et B sont identiques, et
(A, A) 2 0.

VOLTERRA 2
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cisées. M. Fréchet, a qui est da ce résultat ('), indique aussi que
c’est pour cela que, dans la théorie des fonclions, la convergence
ordinaire est souvent peu maniable et que I'on se trouve amené, dans
bien des cas, a renforcer la convergence en introduisant par ecxemple
une condition de convergence uniforme.

4. Espace complet. — Soit (&) un espace abstrait distanciable.
On pourrait étre tenté d’énoncer un critére de convergence analogue
au critére classique de Cauchy : pour la convergence d’une suite
d’éléments de (&) Ay, A, ..., A,, ..., il est nécessaire et suffisant
que la distance de deux éléments queclconques de la suite soit arbi-
trairement petite quand leurs rangs sont asscz ¢levés.

Ce n’est pas toujours vrai : la condition posdée est bien nécessaire,
mais elle n’est pas toujours suffisante, comme on le voit immédiate-
ment en envisageant 'ensemble des nombres rationnels, avec la défi-
nition habituelle de la distance.

Lorsque le critére de Cauchy est applicable, I'espace (&) sera dit
complet. Dans le cas contraire il peut arriver que (&) puisse étre
rendu complet par un changement de la définition de la distance, ou
encore par 'adjonction d’éléments nouveaux (éléments impropres) :

le lecteur le concevra sans peine d’aprés Pexemple des nombres
rationnels.

5. Les notions précédentes étant acquises, les principales propriétés
des ensembles de points se généralisent sans peine.

Voici un exemple : les éléments limites d’un ensemble E extrait de
I'ensemble distanciable (&) sont ceux qui peuvent étre obtenus
comme limite de suites infinies d’éléments distincts appartenant a E.
11 forment un nouvel ensemble E' ( premier dérivé de E). Un ensemble
qui contient son premier dérivé est dit fermé. On reconnait immé-
diatement que Uensemble B/, dérivé de I, est fermé.

(1) Frfcner,[35]. La démonstration est assez simple pour pouvoir étre reproduite
ici. Si Vespace considéré était distanciable, tout ensemble dérivé d’un ensemble de
ses éléments serait fermé (¢f., infra, n°5). Or il est facile de voir qu’il n’en est pas
toujours ainsi. Prenons pour ensemble celui des fonctions continues; ’ensemble
dérivé E’ est formé par les fonctions de classes zéro et 1 de Baire [8] et il y a des
fonctions de classe 2, c’est-h-dire qui appartiennent 4 I'ensemble dérivé de E’ sans
faire partic de E'.
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6. Ensemble compact. — Les ¢nsembles bornés de points de
I'espace ordinaire jouent un réle important dans la théorie des fonc-
tions et ils interviennent par la propriété suivante : n'importe quel
sous ensemble infini d’un ensemble borné admet au moins un
élément limite.

M. Fréchet a justement souligné Pintérét de cette propriété dans le
cas des ensembles abstraits. 1l nomme ensemble compact tout
ensemble d’¢léments d’un espace (£) qui : ou bien ne contient qu’un
nombre fini d’éléments, ou bien, s’il en contient une infinité, est tel
(ue tout sous-ensemble infini que Pon en extrait admette an moins
un ¢lément limite.

7. Nous verrons le concept d’ensemble compact intervenir, au
paragraphe suivant, dans I'étude de la continuité des fonctionnelles
et de leurs maximum et minimum. Le¢ méme concept joue aussi un
role essentiel dans d’antres questions : il faut rappeler au moins que
Pon peut y relier la notion de famille normale de fonctions (une
famille de fonctions est dite normale dans un domaine si, de toute
suite infinie de fonctions de la famille, on peut extraire une suite par-
ticlle convergeant uniformément dans le domaine); on sait que. grace
principalement aux travaux de M. P. Montel, la notion de famille
normale a trouveé d’importantes applications a la Théorie des fonctions
analytiques.

8. Exemples d’ensembles compacts. — Dans le cas d’un ensemble
‘de points de Pespace ordinaire il y a identité entee les notions
d’ensemble compact et d’ensemble borné. Dans le cas d’ensembles
de fonctions et en général d’ensembles abstraits, il convient d’avoir
des critéres permettant d’affirmer que tel ensemble est ou non com-
pact. Nous envisagerons quelques exemples :

a. Espace de fonctions holomorphes de IFréchet. — 1l est cons-
titué par toutes les fonctions qui sont holomorphes a 'intéricur d’une
méme aire fixe A du plan complexe, en convenant de dire qu’une
suite de telles fonctions f,(5) converge vers une limite f(3) quand
Sa(3) converge vers f(3) uniformément dans toute aire intérieure
a A. M. Fréchet établit [ 353] que P'espace (J€) ainsi défini est distan-
ciable et complet. Il démontre de plus que : pour qu’un ensemble
extrait de (J¢) soit compact, il faut et il suffit que les fonctions de cet
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ensemble soient également bornées (') dans toute aire intérieurca A.

b. fonctions également continues (Ascoli et Arzela). — Les
résultats de Ascoli, puis de Arzela (?) (lequel avait pour but I'étude
des maxima el des minima d’une fonctionnelle) ont été obtenus avant
qu’ait été introduite la notion d’ensemble compact. lls impliquent en
particulier 'énoncé suivant :

Placons-nous dans l'espace (C) des fonctions continues z(¢)
{(a<t<b) en prenant pour définition de la convergence la conver-
gence uniforme. Pour qu'un ensemble de fonctions de (C) soit
compact, il est nécessaire et suffisant que ces fonctions soient éga-
lement bornées et également continues.

Vu l'importance de ce résultat nous en esquisserons la démonstra-
tion.

Rappelons tout d’abord que des fonctions .(¢) formant un
cnsemble E sont dites également continues st a tout nombre
positif ¢ on peut faire correspondre un nombre positif e tel que.
¢ty et t. ¢tant arbitraires et vérifiant

. fh— ] Ja,
on ail
lx(ty)y—a(ts)| -z
quelle que soit la fonction z(t) de U’ensemble V.

Ceci posé yvérifions que les conditions posées sont suffisantes. Pre-
nons pour cela une suite dénombrable de valeur de ¢
(1) ' [ SO P

denses dans tout intervalle du segment (a, b) [pac exewple les valeurs
obtenues en divisant («, b) en 2. 2%, 2, ... parties égales]. Si
Pensemble E des fonctions considérées n’est pas formé d’un nombre
fini d’éléments, on pourra, de tout sous-ensemble infini, extraire une
suile

a (), ay(e), ..., P,

convergente pour ¢:==1¢, [ceci parce que les valeurs z(¢,) sont

(') C’est-a-dire bornécs dans leur ensemble.

(?) Bibliographie [7], [1], [2]. Il convient de noter que Ascoli n’avait pas l'idée
de fonctionnelle et ne considéve que des ensembles de lignes dont il étudie la
limite. Arzeld, dont les travaux sont notablement plus réeents, applique au con-
traire le concept de fonctionnelle. Le but de ses travaux était la justification da
principe de Dirichlet et il a précédé Hilbert dans cette voie (¢f. Chap. V, n® 4).
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bornces] Puis, on tirera de cette suite une autre suite qui converge
aussi pour ¢ =t¢, et ainsi de suite. On parviendra enfin a une suite

x(e), @), ..., 2(e,
convergente pour f = ¢y, t =1,, ..., t = ¢,. La succession

OO, TP, o,

estd¢videmmentconvergente pour U'infinité dénombrable desvaleurs (1).
Or, ¢ étant quelconque, on a
(2 220 — g (O] a () — et |
e ) = ) [ [N — i (4)

quantité arbitrairement petite, quel que soit ¢, si m et n sont choisis
assez grands : on prendra en effet ¢; tel que

i, — 1] < a,

ce qui peut se faire, quel que soit ¢, en utilisant sculement un nombre
fini des ¢;; puis on prendra m et n assez grand pour que

[entict,) — )l AR

pour chacun des ¢; en question; d’aprés I'égale continuité le second
membre de (2) ost inféricur & 3z arbitrairement petit.

La suite &4 (¢) converge done uniformément vers une fonction
continue .z(¢) et les conditions précitées sont bien suffisantes. On

vériliera atsément qu’elles sont de méme nécessaires.

9. Extension du théorsme de Borel-Lebesgue. — On sait le role

essentiel que joue, en Théorie des fonctions, le théoreme de Borel-
Lebesgue, dont Pénoncé est le suivant :

Soit, sur un segment Jini, une infinité d’intervalles tels que
tout pomt du segment soit intéricur a 'un au moins d’entre cuzx.
On peut remplacer ces intervalles par quelques-uns d’entre eux, en
nombre limité, jouissant de la méme propriété.

M. Fréchet a montré [44] qu’on peut généraliser ce théoréme en se
plagant dans un espace abstrait distanciable ct en remplagant le
segment par un ensemble E compact et fermé. L'énoncé devient :

S’il existe une famille F d’ensembles 1, Sformés d’éléments de
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Uespace considéré, telle que tout élément de E soit intérieur a l'un
au moins des 1, on peut extraire de F une famille &, jouissant
de la méme propriété et formée par des ensembles 1 en nombre fini.

Justifions ce résultat, que nous aurons I'occasion d’utiliser. Il faut
d’abord préciser le sens du mot intérieur : suivant M. Fréchet, un
élément de E sera dit intérieur a I s’il appartient a I et ne peut pas
étre obtenu comme limite d’éléments n’appartenant pas a I.

La démonstration repose alors sur les deux lemmes suivants :

a. St un élément A intéricur a 1 est limite d’une suite A,,
Ay o Ay, Ly les Ay sont intérieurs al a partir d’un certain
rang.

Sinon en effet il y aurait une infinité de valeurs de n tel que A, soit
limite d’une suite A!!’, A'Y, ... d’éléments qui n’appartiennent pas
a I. Mais I'ensemble dérivé de ’ensemble des A est fermé (n° 5),
A appartient donc a cet ensemble, ce qui contredit 'hypothése : A inté-

rieur a I.

B. L’ensemble E étant compact. on peut, pour toute valeur du
nombre positif ¢, former des ensembles K,,K,, ..., K,, en nombre
JSini, tels que la distance entre deux éléments quelconques de K;
soit inférieure a e et tels que tout élément de E soit intérieur a l’un
au moins des K.

Prenons pour cela 7 tel que les conditions (A, C)<<n et (G, B)<n
entrainent (A, B) <<e, puis prenons un nombre w <<n. A, étant un
élément de E choisissons, s’il en existe, un autre élément A, de E tel
que (A,, A,) dépasse w, puis un élément A; tel que les distances
(Ay,y Aj) et (Ay, Ay) dépassent w et ainsi de suite. Nous formons
ainsi une suite A,, A,, ... d’éléments dont les distances mutuelles
dépassent w. Or cette suite est forcément limitée car, dans le cas
contraire, on pourrait, 'ensemble E étant compact, en extraire une
suite A; convergente et 'on aurait alors (A}, A}) inférieur & » pour i
et j assez grands (').

Au moyen des A; on formera les ensembles K; en prenant, pour K;,

(') Notons en passant le résultat suivant (Fréchet) : dans un espace distanciable
complet il est nécessaire ct suffisant, pour qu’un ensemble E soit compact, que,
quel que soit w, tout ensemble E, formé de points de E dont les distances mu-
tuelles sont supérieures A w ne puisse contenir qu’'un nombre fini de points.



CONTINUITE DES FONCTIONNELLES ET QUESTIONS CONNEXES. 23

tous les ¢léments C de l'espace pour lesquels (A;, C) <n. Tout élé-
ment B de E sera intérieur a P'un des K;, si w a été choisi assez petit
pour que des conditions (A;, B) <w et (BB')<<w entrainent
(A, By <<m.

Pour établir enfin le théoréme, prenons e = — ct formons pour cette
valeur de ¢ les ensembles K,, K,, ..., K4. Si le théoréme est en
défuut, il sera également en défaut pour la partie de E qui appartient
a 'un des ensembles K, lequel sera désigné par T,. Désignons par A,
I'un des éléments de E qui appartiennent a T,. p prenant toutes les
valeurs entiéres nous aurons une suite d’éléments A , dont nous pour-
rons extraire une suite partielle A; convergente vers un élément A
de E (ensemble compact et fermé). A est intérieur a 'un des I,
soit I,. Désignons d’ailleurs par T; 'ensemble T, qui correspond
a A;. Silon constate que, pour i assez grand, T; a tous ses éléments
int¢rieurs a I, il y aura contradiction avec le fait que le théoréme
doit étre en défaut pour la partie de E appartenant a T et la démons-
tration sera achevée. Mais, dans le cas contraire, on pourrait trouver
une infinité de valeurs de ¢ telles que, dans chaque T, il y ait un
¢lément C; nonintérieural,. Or (A}, A)et (A}, G)) tendent vers zéro,
la suite des C; tendrait donc vers A ce qui contredit 'hypothése : A
intérieur a I, (lemme a).

1. — CONTINUITE ET SEMI-CONTINUITE
D'UNE FONCTIONNELLE.

10. Soit une fonctionnelle U[ A ] définie dans un espaée abstrait &

qui soit un espace (£). Elle sera dite continue pour I'élément A si
I'on a

limU[A,]=U[A]

n—_wx

toutes les fois que la suite des éléments A, de & donne

lim A, =A.

n—=wx

Si I’espace abstrait est distanciable la continuité en A s’exprimera
par les inégalités habituelles : & tout nombre ¢ arbitrairement petit
on pourra associer un nombre 0 tel que

3) [U[A]=U[A]] <
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soit entrainée par

(4) (A’A’)/\/Tl-

11. La notion de continuité uniforme s’étend de méme. Si la pré-
cédente (4) entraine (3) quels que soient A et A' dans un certain
champ, il y aura continuité uniforme dans ce champ.

Seulement une fonctionnelle continue pour tout élément d’un
champ n’est pas forcément uniformément continue dans ce champ
¢t c’est la une différence importante avec le cas des fonctions d’un
nombre (ini de variables. Mais M. Fréchet a montré qu’il y a bien
continuité¢ uniforme si le champ de définition de U[A] est un
ensentble E compact et fermé : dans ce cas la continuité pour tout
¢lément de E entraine la continuité¢ uniforme dans E.

12. Indiquons rapidement la démonstration, lout a fait analoguce a
celle que 'on donne pour les fonctions ordinaires. Si la fonction-
nelle U[A], continue en chaque élément de son champ de défini-
tion E (qui est supposé compact et fermé) n’était pas uniformément
continue, il existerait un nombre positif « tel que. 7 étant arbitrai-
rement petit, on ait dans E des couples A’A” dont la distance est
moindre que 7 et qui donnent

(5) LUA ] — U[A"] (2

Prenons unce infinité de valeurs de # tendant vers zéro ety pour
chacune, un couple d’éléments A’ A”. Puisque E est compact et fermé,
il existerait un élément A, qui soit un élément limite de 'ensemble
des A'A’ ainsi choisis; mais I'inégalité (5) contredirait alors la conu-
nuité en A, ce qui justilie I'énoncé.

13. Remarquons que la définition de la continuité d’une fonction-
nclle dépend de la définition de la limite d’une suite contenue dans
I'ensemble E ou encore de la convention adoptée pour mesurer la dis-
tance (A, B) de deux ¢léments. Par un changement de cette conven-
tion une fonctionnelle peut donc cesscr d’étre continue, ou vice-versa.
On en verra un exemple plus loin (§ 111, n 18-20).

14. Extremum d’une fonctionnelle. — Beaucoup de théorémes qui
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valent pour les fonctions de variables réelles peuvent étre étendus a
des fonctionnelles définies dans un espace abstrait.

Soit, par exemple, le théoréme bien connu, dd a Weierstrass, et
qui peut s’énoncer ainsi : une fonction d’unevariable, définie pour
un ensemble fermé et borné e de valeurs de cette variable et con-
tinue sur cette ensemble, jouit des propriétés suivantes : 1° elle est
bornée sur e; 2° elle prend au moins une fois sur e une valeur
égale & sa limite supérieure (maximum) et une valeur égale a sa
limite inférieure (minimum). Ce théoréme se généralisc immédia-
tement aux fonctions de plusieurs variables.

Pour avoir le résultat analogue du calcul fonctionnel, il faut bien
entendu utiliser encore la notion d’ensemble compact. M. Fréchet a
établi le théoréme suivant

Toute fonctionnelle U|[A] uniforme et continue dans un
ensemble fermé et compact E : 1° est limitée sur I; 2° prend les
valeurs de ses limites supérieure et inféricure aw moins une fois

dans E ().

La démonstration calque exactement celle de Weierstrass. Si la
fonctionnelle n’était pas limitée il y aurait une suite d’éléments de E
pour lesquels U prendrait des valeurs croissantes a U'infini. Cette
suite aurait au moins un élément limite A, appartenant a E et pour
lequel U ne saurait étre conlinue. Soit d’autre part M la limite supé-
rieure (ou inféricure) de la fonctionnelle. Si cette limite n'était pas
effectivement atteinte en un élément de E, on pourrait trouver une
suite d’éléments pour lesquels les valeurs de U tendent vers M : mais
alors. d’aprés la continuité, la valeur de U en un point limite de cette
suite serait effectivement M.

15. Nous avons déja fait allusion (page 2) au Calcul des varia-
tions ct nous y reviendrons ultérieurement. Le Calcul des variations
concerne 'extrémum de fonctionnelles particuliéres de sorte qu'il
peut apparaitre comme un Chapitre particulier du Calcul fonctionnel
ayant peut éire ses méthodes propres, mais ou il y a aussi grand
intérét a utiliser les théories générales sur les fonctionnelles : dans

(') On trouvera aussi un réciproque de ce théoreme dans le Mémoire de
M. Fréchet, (351,
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son beau Traité de Calcul des variations, M. Hadamard a justement
insisté sur ce dernier point (') qui a é1é développé par M. Tonelli.
On pourrait donc croire & premiére vue qu'un théoréme tel que
celui que nous avons établi au n® 14 doit dominer le calcul des varia-
tions. Il n’en est pas tout a fait ainsi parce que la condition de con-
tinuité imposée a la fonctionnelle U[A] est trop restrictive : les
fonctionnelles les plus importantes au point de vue du Calcul des
variations ne sont pas continues, mais présentent seulement la semi-
continuité supérieure ou inférieure.
" Cette notion de semi-continuité, introduite par Baire pour les
fonctions ordinaires a été étendue par M. Tonelli aux fonctionnelles (?).
Elle joue un réle primordial.

16. Semi-continuité. — Reprenons la fonctionnelle U[A]; elle sera
dite semi-continue inférieurement (supérieurcment) pour Uélé-
ment A si, étant donnée une quantité arbitraire positive g, on
peut lui associer a telle que U'inégalité

(A7 A’)<1
entraine
U[A']>U[A]—¢ (U[N]<U[A|+¢).

11 est clair qu’une fonctionnelle qui est semi-continue a la fois sup¢-
rieurement et inférieurement est continue au sens ordinaire [avec une
définition donnée de la distance (A, A’)]. Ceci posé le théoréme du
n° 14 s’étend aux fonctionnelles semi-continues et 'on a les résultats
suivants, dont la démonstration est d’ailleurs trés simple :

@. Si la fonctionnelle U[ A], définie dans un ensemble E de valeurs
de A, y prend une valeur maximum (absolu) ou minimum (absolu), il
y a semi-continuilé supérieurc ou inférieure pour la valeur corres-
pondante de A.

b. Si la fonctionnelle U[ A ] est semi-continue supérieurement dans
I'ensemble E compact et fermé : 1° elle est bornée supérieurement
dans E; 2° elle atteint son maximum en au moins un élément de E.

¢. Enoncé analogue a & pour la semi-continuité inférieure et le

minimum de U[A].

(*) Cf. HapaMaRD, [61 ).
(*) ToxerL1, [99], [100].
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IIl. — LE CAS DU CALCUL FONCTIONNEL;
DISTANCES ET CONTINUITES ELEMENTAIRES.

17. Nous supposerons maintenant que 'ensemble E soit celui des
fonctions z(¢) définies dans I'intervalle (a, b). Etant donné deux telles
fonctions z,(¢), z,(t) nous pourrons définir leur distance comme
égale au maximum du module de -z, (t) — z.(¢) quand a<t<b. Les
conditions posées au n® 2 sont évidemment satisfaites, une suite de
fonction z(¢) ne devant étre dite convergente que s’il y a conver-
gence uniforme pour a<(<b.

La définition précédente de la distance est la plus immédiate et la
plus commode lorsqu'il s'agit d’étudier des fonctionnelles définies
dans un ensemble de fonctions continues. ou méme seulement
bornées. Clest elle que M. Volterra a utilisée dés le début de ses
recherches. Nous dirons qu'elle donne la distunce élémentaire
(d’ordre zéro) des deux fonctions considérées. Il est utile d’intro-
duire cette dénomination parce que, comme nous le verrons, d’autres
définitions de la distance fonctionnelle sont possibles.

La fonctionnelle

F [.r:( ;')] .
a

définie pour tout oun partie du champ E et continue avec la définition
précédente de la distance sera dite posséder la continuité élémen-
taire (d’ordre zéro) (').

-~

18. Soit, par exemple.

[r(t)] [ St rcn]

(') Dans plusieurs traités cette continuité est dite continuité liée au voisinage
uniforme : le mot uniforme rappelle seulement qu’une suite des fonctions z,(¢) ne
doit étre considérée comme ayant une limite z(¢) ques il y a convergence uniforme.
Mais cette dénomination peut entrainer confusion avec la continuité uniforme de
la fonctionnelle. On pourrait employer la désignation de continuité absolue qui
ne présenterait pas le méme défaut. Comme pourtant il y a une notion, toute diffé-
rente, d’absolue continuité (Cf. Chap. V, n°6), nous préférons la dénomination du
texte.

Il faut préciser distance ou continuité élémentaire d’ordre zéro, parce que, comme
on le verra, on doit introduire les notions analogues pour un ordre entier quelconque.
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fonctionnelle qui a un sens si les fonctions f et z sont conlinues par
rapport aux variables qui y figurent; elle a alors la continuité élémen-
tairc d’ordre zéro.

Au contraire, soit

G[;(})] =limx'(¢) (1)
e

gui a un sens dans le champ des fonctions dérivables. Elle n'est
évidemment pas continue au sens qui vient d’éire précisé. Prenons,
en effet

wi(t) =Kk,

R 2
()= hk+ esin—,
€

nous aurons
i*l;l.“_ L2 l < )

d’on, avee la définition précédente de la distance

Hm @y ) == (1)
o 1]

Or
.L", (t)=o,
ry(t) = 2% cos ?—;—I,
d’on
Gloi(t)] = o,
Gl t)] ==,

ce qui montre bien qu’il n’y a pas continuité ¢lémentaire dovdre zéro.

19. Avecladéfinition précédente de la distance, deux fonctions .oy (¢),
x,(t) doivent étre considérées comme trés voisines si leur différence
resle en valeur absolue trés petite quel que soit 7. On peut définir le
voisinage (élémentaire) d’ordre séro, correspondant aw nombre
positif e, d’une fonction donnée .y (¢) comme Pensemble des fonc-
tions z (t) appartenant au champ fonctionnel considéré telles que

oty —x (t)] ¢
quel que soit ¢ (a1 <h).
Cette notion de voisinage joue un réle en Caleul des variations (*)
ainsi que d’autres Lypes de voisinage, faisanl intervenir non sculement

(*) lim désignant la plus grande des limites.
(?) Hanamarp, [61], p. 49
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la différence z(¢) - &, (¢), mais aussi les dérivées successives de cette
différence.

20. Bornons-nous a des fonctions x(¢) définies, ainsi que leur
dérivée premicre, dans Uintervalle (a, b). Nous pourrons convenir
que deux fonctions de ce genre seront trés voisines lorsque seront
trés voisines, non sculement leurs valeurs pour un méme ¢ d’ailleurs
quelconque, mais encore les valeurs correspondantes des dérivées.

Nous arrivons ainsi a la notion de voisinage (élémentaire) du
premier ordre, défini par les inégalités

laect)y— ()] -, fx'(t)— .2\ (t)] e (altsh).

auquel corvespond une nouvelle définition de la distance fonction-
nelle de deux fonctions'w, (¢), 2, (¢). Ce sera la distance élémentaire
du premier ordre, égale au maximum de

g t)y— st t)i et Par () — iy () (a<tih)

La continuité correspondante seva dite continuité élémentaire
du premier ordre.

La fonctionnelle précédente G qui n'avait pas la continuité ¢élé-
mentaive d’ordre zéro admet la continuité du premier ordre.

21. Plus généralement considérons comme trés voisines deux fone-
tions qui différent trés peu en tout point de Pintervalle («, b) ainsi
que leurs dérivées d’ordre 1,2, ..., p. Nous serons conduits a de nou-
velles définitions du voisinage (voisinage élémentaire d’ovdre p). dela
distance (la distance élémentaire d'ovdre p sera égale an maximum,
dans (a, b) des expressions

IR A T B R R R B e S 2 S i.l',/’tl)——.r.,/”(l)').

La continuité correspondante  sera dite continuité élémentaire
dordre p.

Les diverses continuités élémentaires, d'ordres o109, 000 pusont
évidemment de plus en plus restrictives.

22. L'introduction de la continuité élémentaire permet de pré-
ciser, comme 'a remarqué Gateaux ('), le passage signalé au début
(Chap. 1, § 1) des fonctions de r variables aux fonctionnelles.

(') Garestx, [DTL
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Soit en effet une fonctionnelle

F [y(:f)]

définie dans le champ des fonctions bornées el continues (0<¢< T,
A<y<B) et continue élémentaire d’ordre zéro dans ce champ.
Remplagons y(¢) par une fonction n(¢) telle que

1 I
‘q=,}’1==}’(;-l> pour ogtg;;’

”l=.}’h=,}’<é) pour t=,£: (h=1,2,...,n)

n
et qui varie linéairement pour

<t —— (h=1,2,...,n—1)

(n étant un entier positif). F[n(¢)] sera une fonctlion ordinaire des n
variables ¥4, ¥, ...,

Fl.n(t)'=f'l(.}’h ,}/‘27 "'v.y"),

Jfn étant évidemment conlinue par rapport aux variables y4, ¥4, .. .1 )n-
Puisque y (t) est fonction continue de ¢ on a

limq(t)=yit)

n—mx

et, du moment que la fonctionnelle a la continuité élémentaire d’ordre
zéro, il vient
Fly(t)|=limfi (v, y2y ooy Yu),
n==w

La convergence est uniforme dans tout ensemble compact de fonc-
tions continues.

Donc : les fonctionnelles ayant la continuité élémentaire
d’ordre zéro sexpriment comme limites de fonctions continues

de n variables lorsque le nombre de ces variables augmente indé-
Siniment.

1IV. — L’ESPACE DES FONCTIONS MESURABLES.
DIGRESSION SUR L'INTEGRALE DE LEBESGUE.

923. Nous aurons a étudier dans la suite un autre mode de conti-
nuité des fonctionnelles, également trés important : la continuité en
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moyenne. Cettc notion repose sur une définition de la distance
distincte de celles du paragraphe 111 et qui ne prend toute sa valeur
que par Pemploi de U'intégrale de Lebesgue. L’intégrale en question
est d'ailleurs ulile dans de nombreuses questions d’Analyse fonc-
tionnelle. Nous en reprendrons donc ici la théoric en nous plagant a
un point de vue qui ne nous écarte pas de 'objet du présent ouvrage :
I'étude des diverses définitions de I'intégrale est I'étude des champs
fonctionnels dans lesquels on peut définir la fonctionnelle

b h
I[a:(t)] =f x(t)de.

En partant d’un champ fonctionnel trés simple, quelques propriétés
immédiates conduisent a un prolongement qui donne, trés naturel-
lement, I'intégrale de Lebesgue ().

24. Soit Pintervalle (@, b) divisé en un nombre fini d’intervalles
partiels, d'ailleurs quelconques et soit une fonction z(¢) constante
dans chacun de ces intervalles; nous dirons que c’est une fonction
simple. 11 n’y a aucune difficulté a définir, comme somme de rec-

tangles, Uintégrale
h

[ = f s dt.
“

La fonctionnelle I est donc définie, de facon immédiate, dans le
champ des fonctions simples.

Pour étendre sa définition il faut d’abord se rendre compte du
mode de continnité de I dans le champ précédent. Or on voit de suite
que deux intégrales peuvent éire trés voisines sans que les fonctions
correspondantes soient partout trés voisines : z,(¢) et x.(/) étant
deux fonctions simples, on a en effet

S

a

b

’l|-—-l«2‘= gli-i—lall,

h
.L‘|(t)dt—f .l‘-;(t)({(

en désignant par [ I'éténdue totale des intervalles dans lesquels
| @y — 23| <&, en prenant L =56 — a — I et nommant H le maximum
de |z, |+ | ;|- Le second membre est trés petit avec ¢ et L.

() La méthode donnée ici par M. Pérés s'inspire trés directement de celle de
Fr. Riesz [93].
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25. La convergence en mesure. — Rappelons ici qu'un
ensemble E de points du segment (a, b) est dit avoir une mesure
inférieure a 7 si 'on peut cnfermer ses points dans des intervalles en
nombre fini ou dénombrable et dont la somme des longueurs est
inférieure a n. L’ensemble E sera dit de mesure nulle si les intervalles
précédents peuvent étre choisis de fagon que la somme de lcurs lon-
gueurs soit arbitrairement petite.

Introduisons enfin la notion de convergence en mesure (') @ une
suite de fonctions définies dans I'intervalle (a. b)

(6) ZA (), xa(t) ..., xa(t),

est dite converger en mesure dans cet intervalle vers la fonction X (¢)
si, ¢ et n étant choisis arbitrairement petits. on peut leur associer N
tel que, pour n > N on ail

fratt)—\ct)| Ze,

sauf sur un ensemble E,, variable avee n mais dont la mesure reste,
quel que soit » > N, inféricure a .

X (¢) sera dite limite en mesure de la suite (6).

Il est clair que Uon peut modifier X (¢) d’une fagon quelconque sur
un ensemble de mesure nulle sans modifier sa propriété d’étre limite
en mesure de (6). Inversement d’ailleurs, si deux fonctions X(t),
X'(¢) sont limites en mesure de la wéme suite (6), elles ne peuvent
différer que sur un ensemble de mesure nulle.

Soit en cffet E 'ensemble des points on X(¢) et X'(¢) sont diffé-
rentes et E(e) 'ensemble des points ot | X — X'|2¢. Prenons une
suite de valeurs &, €, ..., &p, ..., tendant vers zéro. Tous les
points E se retrouvent dans I'ecnsemble form¢é par les points de

Ete), E(en, ..., Eigp,
Or, d’apres la convergence en mesure, 'inégalité
IN(E) = X() | SIX(t)y=an(t) |+ | N () —rult)],

ou l'on prend n assez grand, prouve que | X'— X | est inférieur a ¢,
sauf sur un ensemble dont les points peuvent étre enfermés dans une

(1) Cf. Fricner, [AT).
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infinité dénombrable d’intervalles dont la somme des longueurs 7, est
arbitrairement petite. Prenant la séric ny4n,4...+np+...
convergente et de somme arbitrairement petite, on voit que la méme
propriété appartienta E.

En résum¢ la limite en mesure X(t) n'est définie qu'en faisant
abstraction des valeurs sur un ensemble, d’ailleurs quelconque,
de rhesure nulle. Mais nous allons voir que Uintégrale corres-
pondante est bien définie.

26. Intégrale d’une fonction bornée. — Soit une suite de fonctions
simples x, (), xa2(t)y ..., Zp(t), ... bornées en module dans leur
ensemble par un nombre H et qui converge en mesure vers X (¢). La
fonction X (¢) peut évidemment étre prise bornée en module par le

nombre H.
b

La suite des intégrales f La(t) dt est convergente.

a

Prenons.en effet m et n tous deux supérieurs a N; on peut affirmer
que )
lzll_-l'migl-tu—-\ |+ em— X]-72s,

sauf sur un ensemble E" appartenant a I'ensemble E,, + E, et dont la
mesure est donc inférieure a 2v,. Mais, d’aprés la nature simple

de z, ct &, les points de E' forment un nombre fini d’intervalles
dont la longucur sera moindre de 27.

Donc
b
f (ry— ) dt
a

. . . 1 . s . .
arbitraircment pelite avec N puisqu il en est ainsi de ¢ et 7.

L a(b—a)s + jr 1l

I1 est naturel, dans ces conditions, de poser par définition

b b
f X(¢)dt =lim xa(t)dt

n—wJ,
sous réserve de vérifier que :
a. Si X(t) est une fonction simple, la définition précédente n’est
pas contradictoire:
b. La limite au second membre ne dépend pas de la suite za(t)

considérée, pourvu qu’elle converge en mesure vers la méme X (¢).

VOLTERRA 3
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Or le premier point est évident en reprenant, pour z, et X, le rai-
sonnement qui vient d’étre fait pour z,, et .x,. Pour élablir & on rai-
sonnera de méme sur Z,, et ¥, [ () appartenant a la seconde suite
qui converge en mesure vers X (¢)].

27. La fonctionnelle intégrale définie cst ainsi déterminée dans
le champ (£7) des fonctions bornées qui peuvent étre obtenues comme
limite en mesure de suile de fonctions simples.

Le champ (£) est d’ailleurs clos en ce sens que V'opération qui
consiste & prendre une limite en mesure ne fait pas sortir du champ.
Vérifions en effet que :

Etant donnée une suite X, (¢), Xs(t), ..., Xu(t), ... de fonctions
quelconques du champ () bornées en module par le nombre M et
convergente en mesure vers une fonction X(t) :

1° Cette derniére fonction appartient au champ (7);

2" On a
b b
fX(l)tIl:limf X,(t)dt.

La premiére partie résulte de ce que P'on peul associer a X, (¢)
une fonction simple .z, (¢) telle que

, 1
INp(tYy—Zy(t)] - =
n

. . . e L0
sauf aux points d’un ensemble E!, dont la mesure est inférieure a -

On peut d’ailleurs admettre que |2, ()| <<2M car. dés que n est
assez grand, les points ou |.z, | > 2M appartiennent a E/
sible d’y modifier la valeur de .z,. Dans ces conditions

, et il est loi-

1
!\"—J—"n|\‘i+“‘)
n

sauf aux points d’un ensemble contenu dans E, 4 E| et dont
. . R I . .
la mesure est donc inférieure & n + . X(¢) appartient douc au
champ (£2).
La deuxiéme parlic sera conséquence immédiate du lemme sui-

vant : deux fonctions du champ (£), X(¢) et Y(¢), bornées toutes
deux en module par H et telles que | X — Y | <C & sauf aux points d’'un
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ensemble E dont la mesure est inférieure a n sont telles que

b "
(7) ‘f X(t)de—/ Y () dt

lemme qui est évident en introduisant les fonctions simples qui con-
vergent en mesure vers X (¢) et Y(¢).

(b—ar:+2Hm,

28. Les régles usuelles du calcul des intégrales définies s’appliquent
pour la définition précédente. Par exemple :

a. Si X(¢) est une fonction du champ (£7) partout positive ou
nulle, il en est de méme de son intégrale définie.

B. X(¢) et Y(t) étant deux fonctions du champ (£), leur
somme appartient auw méme champ et a pour intégrale la somme
des intégrales de X (t) et Y(t).

8. Enoncé analogue & B pour une différence ou, en général,
une combinaison linéaire, @ coefficients constants, de fonctions
du champ (£) (en nombre fini).

D’autre part étant donnée une fonction X (¢) du champ (£) nous
dirons qu'on la borne supérieurement (ou inféricurement) au
nombre ¢ si on raméne sa valeur a ¢ pour tous les ¢ qui sont tels que

X(t)y ~e (X(t)<le).

v. La nouvelle fonction obtenue appartient au champ (£) et
Uintégrale ne peut que.diminuer (augmenter) (').

29. 1l est ais¢ de relier aux notions précédentes celle de mesure
d’un ensemble due sous sa forme premiére a M. Borel, puis de passer
a la définition de I'intégrale due a M. Lebesgue (?).

A tout ensemble E de points du segment (e, b) associons une fonc-
tion E(¢) nulle sauf aux points de E ou elle prend la valeur 1; on sait
que la mesure de I'ensemble doit étre Uintégrale

b
mes. I =f Kt de.
a

(!) Pour s’en rendre compte, on notera qu'en hornant de méme au nombre ¢ une
fonction £ (t), fonction simple d’approximation en mesure de X, | X(¢) —x(¢)|ne
peut que diminuer.

() Cf. [68).
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Nous pouvons done dire que 'ensemble E est mesurable si E(¢)
appartient au champ (£). Son compléwentaire E. (ensemble des
points du segment qui n’appartiennent pas & E) a pour fonction
associée 1 — E(¢), il est donc également mesurable et sa mesure

vaut (¢f. 8').

b —a—mes. E.

Il convient de vérifier, et le lecteur le fera sans peine, qu’il n’y a
nulle contradiction entre la définition précise qui vient d’étre donnée
de la mesure d’un ensemble et la notion, introduite au début
du n°® 25, d’ensemble dont la mesure est inférieure & un certain
nombre.

Faisons aussi la remarque suivante. Soit z(¢) une fonction simple
qui approche en moyenne E(¢), on a

(B =)<,

sauf aux points d’un ensemble de mesure inférieure an. Puisque E(¢)
ne prend que les valeurs o et 1, la fonction simple 2(¢) prendra,
dans les divers intervalles (ou elle est constante) des valeurs comprises
entre &= ¢ ou 1+ ¢. En ramenant ces valeurs respectivement a o et 1,
on aura une nouvelle fonction simple y (¢) telle que .

E(t)_.y(t)=°r

sauf aux points d'un ensemble de mesure inféricure a n. On passe
facilement de la a la définition habituelle de la mesure.

Etant donnés des ensembles en nombre fini ou dénombrable
E,, E,, ..., Ey, ... 'ensemble somme (formé de tous les points qui
appartiennent a 'un des E;) a pour fonction associée la somme des
fonctions E;(¢), qu’il faut borner supérieurement a 1 si les ensembles
ont des points communs. On en tire aisément I'énoncé classique,
qu’il suffira de rappeler

0. L'ensemble somme E =E, 4+ E.+... 5+ E,+... est mesu-

rable et U'on a
mes. E<mes. Ey+ mes. Ky +...+~mes. K, ...,

§

Uégalité ayant sarement lieu quand les E; sont sans points com-
muns deux & deuz.

On vérifie de méme que :
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e. Soit E' Uensemble des points qui appartiennent & tous
lesEi(i=1, 2, ...). Il est mesurable, sa mesure étant au plus
égale a la borne inféricure des mes. E;. Sa mesure est d’ailleurs
¢gale a la borne inféricure en question si chaque E; contient tous
ceur d’'indices plus grands.

30. Convenons alors, avec M. Lebesgue, qu'une fonction X(¢),
bornée ou non, sera dite mesurable si, quel que soit le nombre /,
I'ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles X (¢)>>1 (') est me-
surable. Les fonctions mesurables seront dites appartenir au
champ (0M0). 1l est ais¢ de voir que toute fonction bornée du
champ (ON) appartient au champ (7).

Pour s’en rendre compte il suffit de montrer qu’on peut approcher
en mesure une telle fonction X(¢) par des fonctions simples. Or,
admettons qu’on ait constamment

m <. X(ty-M
etdivisons 'intervalle (m, M) en intervalles partiels d’étendue moindre
de 2¢. L'un de ces intervalles partiels, numéroté ¢ est noté m;mi..,

(Mg 1, < 2€)

et nous désignons par E; 'ensemble (mesurable) des points ¢ pour
lesquels m; <X (¢) <<m; . En introduisant la fonction associée E;(¢)
ct en désignant par g; la moyenne entre m; et m; ., on a évidemment

\(()—-Z‘uiEi(l)

1

/

LX)

<

quelque soit ¢. On se rend compte d’ailleurs aisément que chaque
Ei(¢) peut éwre approché par une fonction simple e;(¢) avec

Siltr— et =o,

saufen des points formant un ensemble dont la mesure est inférieure
a n; donné arbitrairement. La fonction

2}1,’(’[1 {)

i

approche alors en mesure X(¢).

(') Auquel cas, d’ailleurs, seront aussi mesurables les ensembles pour lesquels
X(t)<t,  X(&)=1I, 1<X(t)=,
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Désignant par /; la mesure de E;, on vérific de suite que

b
f [~ e,(t) d:— P'ill
[ et 2

[d’aprés (7) du n°® 27). Prenons alors une suite de subdivisions de
Pintervalle (m, M) telles que les valeurs correspondantes de & tendent
vers zéro et associons & chacune une fonction simple

Emez(t)
i

choisie de fagon que n = 2u; tende aussi vers zéro. Il est clair que
Pintégrale
b
f X(¢)dt,
a

définie comme il a été dit au n°® 26, est aussi la limite de

G =2 wils
i

Nous retrouvons ainsi, pour les fonctions mesurables bornées.
la définition méme de M. Lebesgue.

< :LHZ n=2Hn
i

31. D’apreés le n°® 27, si une fonction X (¢) peut étre définie comme
limite en mesure d’une suite de fonctions X, (¢), bornées dans leur
ensemble et mesurables, son intégrale est la limite de lintégrale
de X, ().

Une question se pose naturellement ici. Peut-on, dans I’énoncé
précédent, remplacer la limite en mesure par une limite prise au sens
ordinaire? La réponse est affirmative, comme cela résulte immédia-
tement du lemme suivant :

Lemme 1. — FEtant donnée la suite des fonctions mesurables,
bornées ou non, X, (t), suite convergente dans (a, b) vers X(t),
on aura

| Xn(t) —X(t)]| g,
dés que n > N sauf sur un ensemble Ey dont la mesure tend vers

' 1
Iero avec N’
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X (¢) est mesurable (cela résulte de d et ¢, n® 29).

Désignons par e, l'ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles
| Xp(2) — X(2)| <e et par &, 'ensemble commun a touslesep, €4,
¢pr2y +... L'ensemble &, + (&, — &) + (&, — &,) +... contient
tout (@, b). On peut donc prendre assez de termes dans la série pour
que la somme des mesures de ces termes, qui est mes. &, différe
de b — a d’aussi peut que 'on veut. A ce moment on aura

PN, () — X(t) |- e

pour n > N, sauf sur le complément de & qui a une mesure arbitrai-
rement petite.

Si la suite des X, () est bornée, X appactient au champ () et

\(t)=1lim X, (),

n-—_»

la limite étant prise aw sens usuel, entraine

h h
[ X(¢)dt = lim f X, t)dt;
*‘a

n z:n,,,

¢’est 1a une propriété trés importante de U'intégrale de Lebesgue.

32. Fonctions sommables. -— Il reste a indiquer la définition donnée
par M. Lebesgue pour lintégrale des fonctions mesurables non
bornées.

Soit X (¢) une telle fonction, bornons-la supérieurement au nombre
d et inférieurement au nombre ¢, nous obtenons la fonction mesu-

rable bornée
Nt e,y
définie par
N(t.e.dr= \(¢) s !‘~V\(tb \4/.
Ntt, oo dy=d st X2 d,
N(t, e, dy=¢ si X()<e.
Ceci posé, si

W
J(e, d) =j Xt eod)dt

tend vers une limite J lorsque ¢ et d tendent vers — o et + o sui-
vant des lois quelconques, la fonction X (t) sera dite sommable et

on aura, par définition,
b

f X(t)dt = J.

*a
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33. Pour la suite, il est utile de rappeler les propriétés suivantes :

{. La somme de deur fonctions sommables est également
sommable et les intégrales s’ajoutent.

. Propriété analogue pour une combinaison linéaire de fonc-
tions sommables.

n. Etant donnée une fonction sommable X(t) et la fonc-
tion X, (t) égale a X (t) quand elle est positive, nulle quand X(t)
est négative, X,(t) est sommable.

Cela résulte de la considération de I'intégrale J(¢, d) ou ¢ est pris
nul et ou d tend vers U'infini. Par suite :

6. Si X(¢t) est sommable il en est de méme de | X () |.

La réciproque est d’ailleurs vraie, pourva que I'on sache que X (¢)
est mesurable.
On notera enfin

. Si X(t) est sommable, il en est de méme de \JJX(t)]; cela
résulte d’inégalités évidentes entre les intégrales J(c, d) correspon-
dantes envisagées pour ¢ =1, d tendant vers -+ o, el pour d =—1,
¢ tendant vers — oo.

34. Le résultat de la fin du n® 31 sur l'intégrale d’une fonction
définie comme limite d’une suite bornée de fonctions mesurables ne
s’applique pas a la limite d’une suite de fonctions sommables.

Pour étudier la question nous avons besoin de définir I'intégrale
d’une fonction X (¢) sur un ensemble E mesurable et quelconque de
points du segment a, b. Envisageons la fonction Y(¢) égale a X(¢)
si ¢ appartient a E, nulle si E appartient a 'enscmble complémen-
taire E.. Y(¢) est évidemment mesurable et, en comparant les
sommes ¢ de Lebesgue (fin du n® 30) relatives & X(¢) et Y(¢), on
reconnait que, si X(¢) est sommable, il en est de méme de Y (7). Par
définition nous écrirons

b
/ Y(t)dl:fX(t)dt:
“a E

c’est 'intégrale définie de la fonction sommable X(t) sur len-
semble E.

Toujours par comparaison des sommes ¢ et en admettant que E
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dépende d’un paramétre ¢ de telle facon que sa mesure tende
vers b — a quand ¢ tend vers zéro, on a le

Lemme 11. ST X (t) est sommable, on a

b
lim [ X(o)de= f X(1)dt.
- =0/ gg *“a

D’'on enfin

Lemme 111. X (¢) étant mesurable et telle que

f IX(1)] de
E(€)

existe et soit bornée pour ¢ tendant vers séro, X(t) est sommable
et, d’aprés le lemme précédent,

h
f.\'(t)dt:limf X(¢)dte.
a g 0Jgy

Ces préliminaires permettent enfin d’établir le résultat suivant, que
nous avions en vue :

S¢ les fonctions X, (t), sommables sur (a. b), ont une fonction
limite, au sens habituel, X(t) et si les intégrales

14
IXa() ! dt

*a

sont bornées par un nombre M, quel que soit n. la fonction X(¢)
est sommable.

D'apreés le lemme Ion a en effet | X, (¢) — X (¢)! <& pourn >N,
sauf sur I'ensemble Ey dont la mesure tend vers zéro avec -% La fonc-
tion X, (#) — X(¢) est intégrable sur Ey, de méme X,,(¢) donc aussi

X(t)et|X(¢)]. Or

fIX(t)J(lt_S_fIX"(t)](/I—+-/IX(I\)——X,‘(t){dtgA\[+s(l)—-a),
Ey E YEy

d’ou, d’aprés le lemme 111, Pexistence de

1
/ X(¢)de.
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o
Le théoréme précédent ne permet pas d’af firmer que f X(¢)dt
a

h
est la limite de f Xn(t)det. Et il est facile de voir en prenant des

cas particuliers (par exemple X, (¢) = ne™*) qu’il n’en est pas tou-
jours ainsi.

V. — AUTRE DEFINITION DE LA DISTANCE DANS LE
CHAMP FONCTIONNEL : DISTANCE EN MOYENNE.
CONTINUITE EN MOYENNE.

35. Sinous revenons au cas d'un espace a n dimensions, la distance
euclidienne de deux points (z,, s, ..., w0) (174, Voo ... ¥a) sera
une grandeur d telle que

(8) A= (1 — 1P+ (Xa— )2 2+ o+ (Ly— yu)?.

Un voisinage du point (zy, &4, ..., ,) est alors obtenu en limi-
tant d, mais on peut aussi le définir d'autres fagons, pratiquement
équivalentes, par exemple en limitant toutes les différences | z; — y; | :
au point de vue géométrique cela revient a définir respectivement le
voisinage par unc hypersphére ou par un hyperparallélipipede de
centre (&£, &5, ,.., 2,). La définition de la distance fonctionnelle
donnée au n® 17 se rattache au second point de vue; elle est a cerlains
dgards la plus simple mais il cut é16 également naturel, partant de (8)
ct appliquant-le principe de passage du discontinu au continu, de
définir la distance fonctionnelle de deux fonctions f(¢) et g(¢) par la
racine carrée de I'intégrale

b

(9) f [f(8) — & ()2 de;

a

c’est la distance en moyenne que nous allons maintenant étudier.

36. Dans l'espace a n dimension la distance de deux points [ définie
par (8) ou bien définie par le maximum des | x; — v;|] n’est nulle que
si les deux points coincident. Les distances fonctionnelles élémen-
laires envisagées au paragraphe 3 sont de méme nulles dans le seul
cas ou les fonctions considérées sont identiques : clles vérifient ainsi
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la deuxiéme des conditions posées au n® 2 pour toute distance dans un
espace abstrait quelconque. La distance en moyenne ne vérifie pas
cette condition : clle sera nulle dés que f(¢) et g(¢) ne différent entre
elles de zéro qu’'aux seuls points d’un ensemble de mesure nulle.

C’est la un inconvénient auquel on pallie en faisant la convention
suivante, qu'il convient d’accepter dans presque toutes les questions
ou intervient la distance en moyenne :

Deux fonctions f(t), g(t) neseront pas considérées comme diffeé-
rentes si f(t) — g(t) n'est diflérent de séro qu'aux points d’un
ensemble de mesure nulle.

37. Pourl'intégrale définic quifigure dans (9) il est naturel d’adopter
la définition la plus large possible, c¢’est-a-dire celle de M. Lebesgue.
Remarquons d’aulre part que si une fonction est sommable il n’est
pas forcé que son carré soit ¢galement sommable. Par contre
d’aprés 6 et = du n® 33, si unc fonction est mesurable et de carré
sommable, clle est elle-méme sommable ainst que sa valeur absolue.

Nous nous bornerons au champ (JC) des fonctions mesurables et de
carré sommable; on va voir que dans ce champ 1l n’y a pas de diffi-
cultés 4 prendre la distance en moyenne.

Deux fonctions f(¢t) et g(¢) appartenantau champ (J€), on vérifie
sans peine que leur produit est sommable et que 'on a 'inégalité de
Schwarz

[/ h

h 2 )
(10) | [ f(u..g'(udfl < [ f-'(t)dtf L2t de.
L7 g

‘a a

Toule combinaison lindaire de f et o a donc aussi son carré
lal
sommable; en particulier

13
S =g

qui, par définition, donne le carré de la distance en moyenne de f(¢)
et g(t). L’espace fonctionnel (IC) est done distanciable en prenant
pour distance

f, &)= \/;fhlfm — & (O] de,

distance en moyenne. On adopte, bien entendu, la convention de

la fin du n° 36.
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38. Dans le champ (J€) ainsi distancié, la définition de la conver-
gence sera évidemment la suivante (¢f. n° 2); une suite f,(¢).
Ja(t), ..., tend vers f(¢) si

b
lim f [fu(2) — f(1)] dt = 05

n=w»Jg

on dit alors qu’il y a convergence en moyenne vers f(t).

Il est clair alors que toutes les conditions posées au n® 2 pour la
distance abstraite seront satisfaites par la distance fonctionnelle en
moyenne. Notons seulement que pour ¢établir rapidement l'inégalité

(11) (fy )SS, h) + (g, M),

ou h(t) est une troisiéme fonction du champ (JC), on remarquera
que I'on peut toujours supposer A (¢) nulle ct 'on se raméne alors a
Iinégalité de Schwarz. Observons aussi que (11) entraine la suivante

(12) (fy @r<a(f, h)2+ (g, h)?
qui se raméne a I'inégalité entre nombres

(a+b)2<a2a2+ ab:

et qui est souvent d’'un emploi commode.
Un voisinage en moyenne de f(t) pour le nombre ¢ sera 'ensemble
de toutes les fonctions g (¢t) telle que

(.f’ 4') "/: <.

Enfin une fonctionnelle U[f(¢)] sera continue en moyenne
si, lorsque f,.(t) tend en moyenne vers f(t), U[fa(t)] tend

vers U[ f(¢)].

39. Quand la suite f,(¢) converge en moyenne vers f(t) il est
évident, d’aprés (11) ou (12), que

b
(13) lim [ [fu(t) = fult) ] dt = o.
Il est intéressant pour la suite d’établir que Uespace fonctionnel (J€)
est complet, c’est-a-dire qu’on y a unc généralisation du critére de
Cauchy :
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St une suite f,.(t) vérifie (13) elle converge en moyenne vers
une fonction f(t)-appartenant a (3) et qui n’est définie, bien
entendu, qu’en faisant abstraction de ses valeurs sur un ensemble de
mesure nulle (*).

Pour établir ce fait. nous passerons par l'intermédiaire de la con-
vergence en mesure. D’aprés (13) on voit que, ¢ et n étant choisis
arbitraircment pelits on aura, dés que m et n sont assez grands,

‘fm(t)—’fn(’)[ TE,

sauf sur un enscmble de mesure inféricure & ». On s’en rend compte
en observant que, d’aprés la définition méme de I'intégrale, si

b
[ [fm(’)""fn(l)]"’({t\; X,

*a
il est certain que

1fm‘ ty— fall),

ne peut dépasser une limite 8 que sur un ensemble de points dont la
a
';3—,;
soit égal a ve? puis B =¢.

mesure est inférieure a ; on prendra m et n assez grands pour que

40. Montrons ensuite que, étant donné une suite f,(t) telle que,
¢ ¢l 7 étant arbitrairement petits, on ait

:.fm(’)‘f”(()[ -

sauf sur un ensemble de mesure inférieure a v dés que m et n sont
assez grands, cette suite f,(¢) converge en mesure vers une fonc-
tion f(¢).

Pour définir f(¢) nous prendrons I'entier N, tel que, pour m > N,,

on ait
Ifm(” "‘fl\'.(t)l L &y,

sauf sur un ensemble de mesure inféricure a n,; puis, A étant un
nombre inféricur a 'unité, nous prendrons N, de fagon que

L (0) — S5, C6) | -Zhkee (> Ny),

sauf sur un ensemble de mesure inférieure a 7., ...; en général

(') Cf. Rigsz, [91].
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pour m > N, on aura

| fin(6) = frap ()| < kp=1ea,

sauf sur un ensemble d’étendue inférieure a 7.
La suite

(14) SN () (), oo SN (8,

est convergente, au sens usuel, en méme temps que la série
st(t)+[f\'a(t)—fN1(t)]+’ s [pr+1(t)"'pr(t)]+" ©

dont le terme général est inférieur en module a A7—'¢; sauf sur un

ensemble E, de mesure inférieure a 7,.

En tout point ¢ qui n’apparticnt pas a une infinité d'ensembles 15,
la suite (14) a donc une fonction limite f(¢). Tout autre point appar-
tient a 'ensemble &, =E,+ E,,,+... quel que soit p; 'ensemble
correspondant a donc une mesure inférieure a v, + ;. +. .. quan-

. . . . . 1 . . . .
uté quisera arbitrairement petiteavec ;’ s1, ce qui est toujours possnblc,

on choisit les v, de fagon que la série w1, + ny+. .. soit convergente.
Il reste a vérifier que la suile f,(¢) converge en mesure vers la
fonction f(t) dont I'existence vient d’étre établie. C'est évident car

f"‘,fN,,:(f\',,..—f\',,)+(fs,,*,—fsp',)+...,
d’ou

- p— €
|f =S5, | < kr TT%

infiniment petit sauf en des points formant un ensemble dont la
mesure est arbitrairement petitc avec }); el il en est de méme
pour | f, — fy,| dés que n dépasse N,,.

41. La fonction f(¢) ainsi obtenue est limite de la suite fy, sauf
aux points quiappartiennent a tous les &,. Or I’ensemble & commun
a tous les &, est ¢évidemment de mesure nulle; en modifiant conve-

nablement les valeurs de f(¢) et des fy,(¢) aux points de &, modifi-
cation qui est évidemment sans importance, on aura

Yim £y, (1) = £(0)

en tout point de I'intervalle (a, b), la limite étant prise au sens usuel.
La fonction f(t) est donc mesurable.
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Pour prouver qu’elle est de carré sommable on appliquera le théo-
réme du n° 34. L’inégalité (12) du n® 38 conduit a

b b b
[ U spatordesn [ s (= fodees [T 01 de

et le premier terme au second membre est borné quel que soit £,
donc aussi le premier membre.

A2. Reste enfin a voir que f(t) est bien la limite en moyenne de
la suite f,.(¢). Or on a, comme ci-dessus,

A b b
/ [fue)— fu(t)]? dtng [feor-=fx, ) 4{t+'».f (/50— fat )] de.

Y

Le second terme a droite peut évidemment étre rendu arbitrairement
petit. Nous n’avons plus & considérer que l'intégrale

b
(15) [ [f() — fx, )] dt.
Ya

Or, sur le complémentaire d'un ensemble &; du n* 40, la suite
S5 S50 - -+, converge uniformément vers f(¢), de sorte que la partie

. . I .
correspondante de I'intégrale (15) tend vers zéro avec > I reste a

¢lablir que I'on peut prendre ¢ assez grand pour que
j [foor—fx,00) |2 dt
&
9
soit arbitrairement petit quel que soit p assez grand ; mais
[ [flOr—Sfx, ()] dt - -»./ [fOr— fu (O] de + tz/ [ () — S, (O] de;
o8 JE &
q q 1

pour m et N, asscz grands le second terme a droite sera arbitrairement
etit; m et N, étant fixés, le premier terme a droite tend vers zéro
P ) y

! . o _ o
avee o puisque, dans ces conditions, la mesure de &, tend vers zéro.

Lo théoréme du n°® 39 est ainsi établi.

————— © G——



CHAPITRE 111

FONCTIONNELLES LINEAIRES. AUTRES TYPES SIMPLES
DE FONCTIONNELLES.

I. — FONCTIONNELLES LINEAIRES.

1. Aprés ces considérations générales, nous allons examiner
maintenant divers cas particuliers notables et, d’abord, celui des fonc-
tionnelles dites linéaires ou du premier degré (homogéne). Les plus
simples d’entre elles sont déduites des formes lindaires & n variables

n

pl(}’],}’;h ceey ) =21ki}’i:
1

en appliquant le procédé général de passage du discontinu au continu
(Chap. I, n° B); elles seront par suite de la forme

b - b ’
(1) | O [_y(l)J :-.-.f kit)y(t)dte,

ou k(¢) est une fonction donnée (fonction-cocfficient) et oui y(¢) est
fonclion-argument. Une fonctionnelle du type (1) sera dite lindaire et
régulicre.

En posant
(2) yt)y=ryi(t)+ pya(t),
il vient
(3) Fily (@)= 2Fi[ ()| + w Fi[y:(0)).

Sous des conditions trés larges pour k(¢) et pour le champ de
variation de 'argument y(¢) les fonctionnelles définies par (1) pos-
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sédent la continuité élémentaire d’ordre zéro. On peut d’ailleurs (*)
leur attribuer la continuité en moyenne : les fonctions considérées
étant prises dans le champ (JC) des fonctions mesurables et de carré
sommable on a, d'aprés 'inégalité de Schwarz,

b ~ U
|F.lm~1~‘-m|t§\/j ke(eyde [ 1y —yacey e,

d’ou le résultat.

2. Avec M. Hadamard, nous nommerons fonctionnelle linéaire
toute fonctionnelle telle que :

a. Elle soit distributive, ¢’est-a-dire

Ulryicty+ ()= Uity + Ul ya(6)]:
b. ¢ étant une constante (]uelconque, on ait
Uley(]=cUly{t].

Ces deux conditions entrainent la précédente

(%) Ulyt)]=2U ) +u Uy,

en posant toujours
V) =2 yi(t) 4w Vact).

L’expression précédente (1) définit bien une fonctionnelle linéaire.
Mais il est clair que (1) ne donne pas toutes les fonctionnelles
lindaires; elle ne donne méme pas toutes celles qui ont la continuité
d’ordre zéro.

in effet, considérons par exemple

b
(1) l~[.y(!)}=/‘ ketyyoty de -4—2 a; (T

T

ou les 7, représentent des valeurs fixes choisies entre @ et b et les o;
des constantes. Cette fonctionnelle est continue d’ordre zéro si la
série X]a;| converge, elle ne peut pourtant pas étre mise sous la
forme (1). Les fonctionnelles de type (4) joueront un role assez
important dans la suite. L’intégrale au second membre sera dite

(') FrécHET, [33]; STRINHAUS, {98 ].

VOLTERRA
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représenter la partie réguliére d’une telle fonctionnelle; la série en
représente la partie exceptionnelle ct nous dirons aussi que la
fonctionnelle dépend exceptionnellement de y(t) anx points excep-
tionnels 7;; la contribution finie «;y(7;) apportée par chacun de ces
points a la fonctionnelle est d’'un ordre de grandeur plus élevé que
la partic infinitésimale A(¢)y(t) dt venant d’un autre point du
segment (a, b).
De méme

b
} N\ ,
(5) U|.V(1)|=t/(: k(t)y(t)dt+ E{ a,-‘y(-.,)+>_v‘{$;~y(0,)
/

sera fonctionnelle linéaire avec (si Z 18] convorge) la continuité
\ j /

élémentaire d’ordre un; sa partie exceptionnelle comporte des

termes ou figure la dérivée premiérc de y calculée aux points excep-

tionnels 6;. Il sera facile de définir de méme des fonctionnelles linéaires

ayant une continuité¢ ¢lémentaire d’ordre quelconque.

3. Les types précédents de fonctionnelles linéaires sont assez
généraux pour la plupart des applications. lls n’épuisent pourtant pas
tous les cas possibles.

Nous avons donc & examiner ici le probléme de la représentation
analytique de toutes les fonctionnelles linéaires. Ce probléme n’est
bien pos¢ et ne peut étre traité (u’en précisant le champ fonctionnel
de définition et le mode de continuité des fonctionnelles cherchdes.

4. Rappelons au préalable quelques propriétés simples des fone-
tionnelles linc¢aires ct continues ('), en admettant, pour fixer les
idées, qu’il s’agisse de la continuité élémentaire d’ordre zéro.

Si une fonctionnelle linéaire est continue pour une valeur y-, (¢) de
la fonction-argument, c’est que

(6) Uly200) | = Ujyi ()]
tend vers zéro avec la distance (yy, 12). Or en posant

oy =y21— ),

() Cf. F. Riesz, [92].
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la différence (6) est égale
ULy ()]

ct doit tendre vers zéro avec max |3y (¢)].

La condition ainsi obtenue ne dépend plus de la fonction-argu-
ment y,(t) de sorte que : la continuité pour une valeur de U'argu-
ment entratne la continuité pour toute valeur de cet argument.

Désignons d’autre part comme domaine borné du champ fone-
tionnel de définition de U la portion de ce champ caractérisée par le
fait que

max | y(#)|

reste inféricur @ un nombre M. Nous allons voir que :
Toute fonctionnelle linéaire et continue est bornée dans un
domaine borné du champ fonctionnel.
Sinon, en cflet, on pourrait trouver une suite de fonctions yi(t)
telles que
max | yr(t) M

el
U] k2 th=1.2 ...
Mais alors la série

z

Vit .
E SR < simne de Ul

1

convergerait uniformément vers une fonction du champ )" (¢) et I'on

aurait
" _ [ Uaen!
Ul u)]_zk = y

Remarquons enfin que le fait que U est bornée en module par le
nombre P dans un domaine du champ fonctionnel

ce qut est absurde.

max|y(6H]-. M

entraine, d’aprés la propriété b du n® 2, que
I)
(7) {l|J'(I)|§§-“max])’(l)l.
quelle que soit y(¢). 1 en résulte que la fonctionnelle U est continue
au voisinage de y(¢)=: o, done pour toute valeur de Pargument ) (r).
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Il est donc équivalent de dire que la fonctionnelle linéaire est
continue ou de dire qu'elle est bornée pour tout domaine borné
du champ fonctionnel.

Toutes ces proprié¢té, ¢tablies ici pour la continuité d’ordre zéro,
s’élendent, mutatis mutandis, aux autres types de continuité.

8. Revenons au probléme, posé dans le n° 3, de la représentation
analytique des fonctionnelles linéaires. Une premicre solution fut
donnée par M. Hadamard en 1903 (). Elle s’applique aux fonction-
nelles linéaires définies pour les fonctions continues et ayant la
continuité élémentaire d’ordre zéro; elle s’appliquerait aussi au cas
ou l'on admet seulement la continuité élémentaire d’un ordre p
quelconque.

La fonctionnelle cherchée étant linéaire, st

y(t)=2 kiyi(t),
i
on a

Uly(6)) = ke Ulyu(0)]
i
et, passant de la somme a une intégrale, on a

b - b
U[[ f(l)n(t)d?\J = f SOHYUn()]d.

a

Ramenons l'intervalle (a, b) a (0,1) et prenons en particulier

|}
e=0=17 ()

0

1
f e—=w10-01 o
0

expression dans laquelle ¥ (}) joue le réle qu’avait plus haut f(2). Il
vient, d’aprés (8),

(8) yult)="

’

1
Ulra(0l= [ 7O9FO, w b

0

(1) Cf.[60] et |61,
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avec
e—Wii—12

F\ )\, lJ.) = U 1
/ e—w0—02 g

v

qui estindépendante de 'argument variable y (¢). Mais il est classique

que »u(t) tend uniformément vers y(t) quand w tend vers linfini.

Nous aurons donc, a cause de la continuité postulée pour la fonc-

tionnelle

!
(9) Ulyce)]=lim Ul yu()] = lim f F(x m)yod)di.
P x> == 0 .

Telle est la formule générale de M. Hadamard : mais il est clair
que la représentation ainsi obtenue n'est pas unique. Toute formule
analogue a (8) et donnant, sous forme d’intégrale ou figure y (¢), une
fonction y,(t) qui tend uniformément vers y(t) pour p infini,
donnera pour U[y] une expression analytique analogue a (g) avee
une F (2, 1) convenablement choisie.

6. Une autre expression des fonctionnelles linéaires a ét¢ donnée par
M. F. Riesz ('). Elle suppose seulement la fonctionnelle lincaire
définie pour les fonctions continues dans Uintervalle (a, b) et pos-
sédant la conunuité élémentaire d’ordre zéro, donc bornée. Mais
comme la démonstration utilisera des fonctions ayant des discon-
tinuités de premiére espeéce. il convient d’abord de prolonger a de
telles fonctions la définition de la fonctionnelle.

C’est ce qui est aisé par les remarques suivantes : ¢tant donnée une
suite de fonctions continues, suite croissante, c'est-a-dire telle que

(10) 1O <(ns. ..,
ucl que soit ¢, suite ayant une limite #(¢) bornée. mais qui n’est
q q ) Yy q

pas forcément continue, je dis que, pour n = o, U[ 1y, (¢)] tend vers
une limite. Soit, en effet, la série

(1 LUy ] = Ul ]+ 1 Ulyal — Ul ye] ] 4.

dont les sommes partielles correspondent par 'opérateur U a celles de
P p P p

la série
Q=)= (ya—ye) e

(') Rigesz, [90] et [95].
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avec des signes convenablement choisis. Mais, d’aprés les inéga-
lités (10), les sommes partielles de la derniére série sont en module
inférieure a

Yr—y1+(Ys—Y1)+...=U— Y
bornée supérieurement par un nombre C. Puisque la fonctionnelle U
est bornée, les sommes partielles de (11) sont elles-mémes bornées et

la série
Uiyl + Uyl = Ul +...,

dont les sommes partielles sont U[ y, |, est absolument convergente;
donc U[y.] a bien une limite.

Par définition cette limite donnera U[u(t)], valeur de la fonc-
tionnelle U lorsque la fonction argument est u(¢).

Reste a vérifier qu’une seconde suite 5,(¢), également croissante

31(t)S3a()S. ..
et tendant vers la méme limite u(¢), donnera

(12) lim U{z,]=1limU[y,|=Ul«].

n—wo n—=x»

. . 1 I
Eneffet, enremplacantau besoin les suites par yu (£) — +» 22 (£) —

ce qui ne change pas les limites, on peut les prendre croissantes au sens
étroit

1< Jy2<l..., 3 Il
et, ¥, étant un élément quelconque de la premiére suite, on aura,
pour m assez grand, 5,, > yn, car sinon les points tels que

}’nzzly )’nzz'.’,

formeraient une suite d’ensembles dont chacun contient le suivant,
ayant donc au moins un point limite pour lequel on aurait y,2 u, ce
qui est absurde.

De méme, m'étant fixé on aura y,. > 5, dés que n' est assez grand.
Dans ces conditions on peut extraire des suites y, ¢t 5, une suite

analogue
Yy < Bng < YnyLoes

tendant vers u. On en déduit (12) et cotte méme égalité permet
d’affirmer que la définition de U[u] n’est pas entachée de contra-
diction dans le cas ot u(¢) est clle-méme continue.
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" Remarquons enfin que si «z et ¢ sont deux fonctions du type consi-
déré (limites de suites croissantes de fonctions continues), u + ¢ est
du méme type et que

Ulu+v¢|=Ulu]+ Uf¢]:

u — v n’est pas forcément du méme type, mais il n'y a pas de diffi-
culté a prendre, par définition,
Ulw—v¢]=Ulu]—Ule].
parce que I’égalité
u(t)y—wvity=u'(t)—v'(t)
entraine
Ulu]+Uj¢'|=Ule] +U|u' ),
d’ou
Ulu]—Ule |=Ula' | — U[¢].
La fonctionnelle U ainsi prolongée reste lincaire et Pon vérifie sans
peine qu’clle reste ¢galement bornée.

7. Représentation de Riesz. — Considérons alors la fonction y(¢)
égale a1 pour a <t <7 et nulle pour © << < b, fonction qui appartient
au champ fonctionnel ainsi prolongé et posons

(13) Ulye( )] = fi7).

Cette fonction de = est @ variation bornée, ce (ui veut dire que,
Ly, tye ..., t,, étant des points de division quelconques de Pinter-
valle («. b), la somme

'J'=!f(f])—-—flll)l+!f([li'“-f(h)i+...+|f(")""j(’u—l’|

est bornée, quelle que soit la subdivision considérée : on le voit en con-
sidérant une fonclion g(¢) égale a &,, &;. ..., &, (valant %=1) dans
chacun des intervalles (a, ¢,), (4, £2). ....Ona

Ulgittr] = s.(‘/’( l.‘)—f(a)) +...+ s,,(f:‘ b — fitu_ ))

qui se réduit i ¢ pour un choix convenable des ¢; et ¢ est bornée par
M, module maximum de U lorsque la fonction-argument est bornée
en module par 'unité.

Soit alors une fonction continue quelconque y-(¢), nous la remplace-
rons par n(¢) définie de la fagon suivante : on divise (a, b) en n inter-
valles partiels et dans chacun d’eux (¢;_y, ¢;) on prend 0 (¢) égale a 'une
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des valeurs y (7;) prise par y(¢) dans l'intervalle en question. La fonc-
tionnelle ¢tant linéaire, on a

Ul =3,y (@) [fct) — fitimn)]

et, puisque U est continue,

ULy(0)] = lim Uln(e)] = lim 3} y (2) LF(2) = f(te-0)])

la limite étant obtenue quand I’amplitude maxima des intervalles
partiels tend vers séro.
Il est naturel de désigner la limite

(14) Eiy(;;){f(ti)_f(,in]);
par la notation

b
[ roaro,

c’est une intégrale de Stieltjes, et 'on a ainsi la représentation de
Riesz : Toute fonctionnelle linéaire ayant la continuité élémen-
taire d’ordre séro, peut s’exprimer par une intégrale de Stieltjes,

b
(15) U[y(t)]=f (O df(D),
I’argument y(¢) étant supposé continu.

8. L’intégrale du second membre de (15) a d’ailleurs un sens, et
définit par suite une fonctionnelle linéaire de y quelle que soit f(¢)
& variation bornée. Pour s’en rendre compte il suffit de reprendre le
raisonnement par lequel on établit I'existence de la limite de (14)
lorsque f(¢) et y(t) sont données quelconques, la premiére 4 varia-
tion bornée, la seconde continue.

La fonction continue y(t) est uniformément continue, on peut donc
prendre les intervalles (¢;_,, ;) assez petits pour que, dans chacun
d’eux, l'oscillation de la fonction soit moindre de ¢ arbitrairement
fix¢é. Subdivisons alors les intervalles (¢;_,, ¢;) par de nouveaux poinls
de division ¢ ,, £ ,, ..., ¢, le terme général de (14) sera remplacé
par la somme

y () {fln) = fltmn) |+ (02) | f(62) = f(0) |+
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dont la différence avec le terme correspondant de (14) est videmment
moindre de

S = fti) |+ ) — flti [+ 0

en tout la somme (14) subit une variation moindre en valeur absolue
que ¢V, ou V est la variation totale de f(¢) pour l'intervalle (a, b).
Etant donnée enfin une nouvelle subdivision de I'intervalle (a, ) par
des points 6,,6,, ..., §,_,, les nouveaux intervalles étant assez petits
pour que 'oscillation de y(¢) dans chacun d’eux soit encore moindre
que ¢, la différence entre les deux sommes (14) correspondantes sera
inféricure en module a 2 ¢V, comme on l¢ voit en envisageant la subdi-
vision (ue donne I'ensemble des points ¢; et 6;. Il en suit bien, comme
il était annoncé, que (14) tend vers une limite lorsque 'amplitude
maxima des intervalles partiels tend vers zéro.

9. Si la fonction f(¢) définie par (13) est continue et dérivable
dans intervalle (a. b), la fonctionnelle se réduit au type

b
Ulycty] =f Yoo fi(ede,

'intégrale de Stieltjes étant remplacée par une intégrale ordinaire.

Si f(t) a des discontinuités, nécessairement de premiére espéce
(puisqu’elle est a variation bornée) eten nombre fini ou dénombrable. si
nous désignons par «; le saut de la fonction a 'un de ses points de dis-
continuité 7;, si enfin la fonction reste dérivable aux autres points
de (a, b), la fonctionnelle prendra la forme

13
Ul)’l‘—‘f f"”y”)"”"Z“i.mm
n 7

dépendant ezceptionnellement des valeurs de y aux points de discon-
tinuité de f(¢).

Dans le cas général, enfin, f(¢) peut n'avoir pas de dérivée sur un
cnsemble de points non dénombrable, mais qui a nécessairement une
mesure nulle. La fonctionnelle se décompose alors en trois parties (*)

(') Cette décomposition est due & M. Fricurr, [39).
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on a

13 b
(168) U[y]=f f’(t)y(e)dt—&-Za,y(:,)-kf yit)dso(=).
a a

La premiére est une fonctionnelle réguliére, la seconde une partie
exceptionnelle. la troisiéme est un nouvel élément, ot figure I'intégrale
de Stieltjes de facon essentielle, celte intégrale faisant intervenir une
fonction ¢(7) dont la dérivée cst nulle, sauf sur un ensemble non
dénombrable de mesure nulle.

10. Cas de la continuité en moyenne. — Nous noterons les simpli-
fications qu’apporte I'hypothése que U posséde la continuité en
moyenne dans le champ (J€). U posséde a fortiori la conlinuité
d’ordre o dans le champ des fonctions continues de sorte que la for-
mule (16) s’applique, mais elle est réduite au premier terme

b
U[}’J=f J ) yie)dt,

car les deux autres termes sont incompatibles avec la continuité en
moyenne (').

11. Cas de la continuité élémentaire d’ordre ;). — Admettons
maintenant que la fonctionnelle U est définic dans le champ des fonc-
tions continues ainsi que leurs dérivées jusqu’a Pordre p et qu'elle a
la continuité ¢lémentaire correspondante (d’ordre p) (?).

La fouction argument y(¢) peut alors étre mise sous la forme

—_— -t
(¢ yir—1(z)

y('):y(:)"‘"(l—?)y’(‘:)—".-.—‘— TI—T:_).!—-”

it — s )yp—!
(L=’ s)p' v (s)ds
Joop—nl-
(formule de Taylor avec le reste sous forme d’intégrale), = étant
choisi ad libitum dans lintervalle (@, b). La fonctionnelle linéaire
U[ y ()] s’écrit alors

Ulp()]=aoy(z)+ar ¥ () +...4 pa yP=0(7) + V[ yP)(2)]

(') Frecuer, [331.
(?) Cf. P. Ltvy, [75), p. 59.
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avec
[(t—-t)‘]
=V T
et ’
V[ in) U sy d
[yiri(e)] = J. TI-)-_—_—I-T!—)’/ (s)ds.

Cette derniére expression est fonctionnelle linéaire de y*)(¢), con-
tinue d’ordre zéro au sens élémentaire. Elle a donc une représentation

b
Viyn(n| =f yrs)dfis),
a

ou il est clair que
Ssr=U[ran],

¥s(t) ayant les valcurs suivantes : si s <,

(L—s

Jall) = Y pour alt<s,
ryty=o0 pour s t<b:
s18>71,
(t—=y
yetl)= - pour a<lt<s,
(t—=<y (t—s:r
Yell)= Iy —_ 1 pour s.2t<h.

On a donc enfin

b
Ulyi ] =aoy(zr+a,y'(z)+.. .+a,,_.|vy‘l'~‘”1-.)+f 1P(s)dfis),
a

ou l'intégrale de Sticltjes peut, comme plus haut, se décomposer en
trois parties.

La représentation ainsi obtenue n’est pas unique puisque les coef-
ficients @; aussi bien que la fonction f dépendent de <, qui peut étre
pris arbitrairement dans Uintervalle (a, b) (').

1. — FONCTIONNELLES DU SECOND DEGRE

ET DU DEGRE SUPERIEUR.

12. Fonctionnellesrégulidres. — Au début duChapitre nous sommes
passés de la considération des formes linéaires a n variables a celle

(1) Cf. P. Ltvy, [75], p. 6o.
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des fonctionnelles réguliéres. De fagcon analogue nous pouvons passer
des fonctions homogénes du second degré a n variables

(17) P'.’(}’h}"_', ~~-7)’n)=22 kr's}’r‘)’.c
ros

aux fonctionnelles F,[y(¢)], que nous nommerons homogénes et
régulieres du second degré, données par I'expression générale

b
(18) Falyl= [ [ K m)p(0y(n)d dn,

ot la fonction-coefficient (ou noyau) K(z, n) est donnée.
Dans (17) nous pouvons toujours supposer que A, ;= A, car dans
le cas contraire on pourra écrire

P,= 22 Kysr s

km- -+ k\'r

2

avec

kys=

De méme si le noyau K (Z, ) n’est pas symélrique en ¢ ct », il suf-
fira d’écrire

b b
Faly(o))= [ [ Km0 y(n) dt dn

avec
K(E.n)y =+ W(n, &)
2

KI(Ey )=

pour étre amen¢é & un noyau symétrique.

13. Plus généralement nous nommerons fonctionnelle homogéene
et réguliére de degré n la fonctionnelle donnée par ’expression

b b
(19) Fn[y(tJl=f f W(Es, By -eer E) Y (EDY(E) .o y(Ea)

< diy dEs ... dEp.

dans laquelle, comme ci-dessus, nous pouvons sans restreindre la
généralité admettre que le noyau K (&, TR £n) est fonction symé-
trique des variables qui y figurent.

Les fonctionnelles du type de F, apparaissent comme extension
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des formes de degré n pour le cas d’une infinité continue de variables.

14. Nous appliquerons enfin le terme de fonctionnelle réguliére
de degré n aux fonctionnelles telles que

(2) GnLV(t)l = Ko+ F’[}/(t)J-’-' .o+ F”[.},(t)l

(ui sont sommes de fonctionnelles homogeénes réguliéres dontle degré
le plus élevé est égal a n. Elles généralisent dans le calcul fonctionnel
les polynomes de degré n de 'analyse ordinaire.

15. Une propriété notable de ces fonctionmelles réguliéres de degré
n est qu’elles peuvent étre utilisées pour obtenir une approximation de
n’importe quelle fonctionnelle continue. Nouns avons en effet le théo-
réme suivant diu a M. Fréchet (1) :

Toute fonctionnelle G[y(t)], continue d'ordre zéro dans le
champ des fonctions continues peut étre représentée par
l’expression

h
G [&y( t)] =lim G, [ y(t)).

a n_=-=

c¢’est-a-dire (G, désignant une fonctionnelle réguliére de degré r,)

(21) Gly(t)]=lim [lxno—f—f Kna(B1)y(5) di

n=ow
-+ [ f I\n '(sl\E }(.,1)_}/(")(1"| (IE._»+

"
, . ek
—r-f ...j A"‘['n(;l- I
“ a

< .V(El ) e .V( E,.u\(l’;'l N ({:,n]

ou les noyaur k, i(zi, &2y - - ., i) sont des fonctions continues que
Uon peut déterminer pour la fonctionnelle G indépendamment de
la valeur de l'argument y (t).

Nous donnerons unc démonstration due a Gateaux (?). Nous avons
déja vu (Chap. II, n° 22) que la fonctionnelle F[y(¢)] continue au

sens élémentaire peut étre considérée comme limite, pour 7 infini,

(') Cf. Fricuer, [37).
(®) Cf. Gareavx, [57).
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d’une fonction continue fu(y4y ¥y - .., ¥a), les variables vy, 33 ...y ¥n
étant les valeurs que prend y(¢) pour les abscisses
b—a @+ :»,(b—-a)’

nb—a)
) e oy a4+ ———
n n n

a —+

Ce résultat reste évidemment valable si yy, %y ..., ¥a représenlent
des valeurs quelconques prises par y(¢) dans les intervalles respectifs

( b-——a) ( b—a 2(b~—a))
a,a-+ y (a+ 1A+ ———— )y e
n n n

D’autre part, d’aprés le théoréme de Weierstrass sur les fonctions
ordinaires, on peut remplacer les fonctions continues £, (¥1, ¥, ..., ¥1)
par des polynomes par rapport aux variables p,. (31, ¥y . ... ),
polynomes d’approximation dont r, désigne le degré. '

Choisissons alors, pour chaque valeur de n une fonction «, () con-
tinue dans l'intervalle (a, b), nulle en chacun des points de division

(b—a)
“+ —
n

a (t=0,1,2,..., n),

positive dans chacun des intervalles que forment ces points et telle
que les intégrales
av ! (b—a)
n
a,(t)dt (i=1.2,..., n)

u+l-:1 (h—a)
n

soient égales & un. Nous pouvons profiter de 'indétermination des i
pour choisir
i
at+ - (b — )
Y= an(t)y(t)de

4+ t;—-'-(l;—-m
n

et, dans ces conditions, le polynome p, (31, ya, . .., ¥.) se met sous
forme d’une fonctionnelle réguliére de degré r, : c’est ainsi que les
termes du premier degré de ce polynome

QYi+Cr)ya+...~+ CnYn
donneront

b
/ kn (8) y(2) dt,



FONCTIONNELLES LINEAIRES. 63

la fonction k,,, étant égale a ¢;«,(¢) dans D'intervalle

—'(/)—a), a+;lz(b——u).

]
a +

Le théoréme est ainsi élabli.

Notons que les noyaux Ay i (£4, %4, . . ., i) sont des fonctions continues
que l'on pourra donc remplacer dans la formule (21) par des
polynomes d’approximation.

16. Ce théoréme généralise le théoréme de Weierstrass (') sur les
fonctions continues considérées comme limites de polynomes.

D’aprés ce que 'on a vu au Chapitre II (n° 22) la convergence
sera uniforme dans tout ensemble compact de fonctions continues.
Cela correspond a la convergence uniforme, dans le cas du théoréme
de Weierstrass, si les fonctions sont envisagées dans des domaines
finis.

17. Généralisations du résultat de Riesz sur les fonctionnelles
linéaires. — Nous avons vu précédemment qu’il y avait d’autres
fonctionnelles linéaires que celles qui sont réguliéres ¢t nous sommes
arrivés a la notion de fonctionnelles linéaires générales en les carac-
térisant par des conditions (a@. b du n®2) que vérifiaienl en particulier
les fonctionnelles réguliéres :

Il est aisé de développer des considérations analogues en partant
des fonctionnelles régnliéres homogeénes d’un degré quelconque.
Pour abréger, nous traiterons en détail le seul cas du second degré
¢t nous donnerons seulement de rapides indications sur le cas général.

18. Toute fonctionnelle réguliére et homogéne du second degré
F[y(t)] vérifie la condition suivante :
() Flay i) +urt)] = Ar+ 2B + Cuz,

A. B, C dtant des fonctionnelles de y,(¢) et de ya(¢) et la relation
étant valable quelles que soient y,(¢), y2(2) et les constantes 2 et .
La relation (22) entraine d’ailleurs

A =Flyi(1)),
G =F[y:(t)]

() CF. [119].
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et 'on a enfin
2B =F[y1(8) +5:(0)] = Fpa(6)] = Flya(0)].

B est d’ailleurs une fonctionnelle bilinéaire de y, et de y,, ce qui
veut dire qu'elle est linéaire par rapport a chacune d’elles quand
I'autre est fixée. Enfin B se réduit visiblement a F quand on prend
les deux arguments dont elle dépend égaux a y(t).

Mais il existe d’autres fonctionnelles que les régulicres qui peuvent
se déduire d’une fonctionnelle bilinéaire en égalant les deux argu-
ments : ce seront, par définition, les fonctionnelles homogénes
entiéres (du second degré). Nous allons voir [42] qu’elles admettent
une représentation analytique lout a fait analogue a celle que Riesz a
donnée pour les fonctionnelles lindaires mais ou intervient une inté-
grale multiple de Stieltjes (intégrale double dans le cas du second
degré).

19. Soit donc une fonctionnelle bilinéaire dépendant de deux
arguments y et Y

o[, Y]

Reprenant la méthode du n° 7 nous désignerons par y-(¢) la fone-
tion égale & un pour @<t <t et nulle pour v << ¢< b et nous introdui-
rons de méme Y..(¢'). Nous poserons enfin

Plyz(e), Yoit)) =[f(z, 7).

définissant ainsi une fonction ordinaire des deux variables z et 7. 1l
restera enfin & remplacer y(¢) et Y(¢') par deux fonctions approchées
n(¢), H(t) définies comme au n* 7. Les points de division ne sont
pas forcément les mémes pour les intervalles de variation de ¢ et de ¢':
nous les désignerons par ¢; et ¢;.

Dans ces conditions

®[n(e), H(1)] = ¢[2y(2) W) =y, (0,

i
DY) fyace) —m*m')}]
k
qui, d’aprés la bilinéarité se réduit a

(3) Dy (@)Y () [ f ly th) = (s i) = F(tmts €0 = f (b, i)
tk
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®[y(t), Y(¢)] est lalimite de cette expression quand les intervalles
partiels tendent vers zéro.

La limite d’une somme telle que (23), indépendante des intervalles
partiels considérés, est, par définition, ’intégrale double de Stieltjes
étendue au carré¢ alt< b, ae'<h du plan ¢, ¢. Si nous remarquons

que dans (23) les termes dans les parenthéses constituent une double
différence de f obtenue en faisant varier ¢ puis ¢, il est naturel de
noter l'intégrale double de Stieltjes

b b
ffy(t)Y(t’)d,d,-f(f,t').

Nous aurons donc
b b
®(y(0), Y(¢)] =f f FOY(E)dode (1, €)
et, enfin, pour la fonctionnelle homogene générale (du second degré)

b b
(26) Flyol= [ [ rery@rdcdepie o),

ou I'on peut toujours, comme plus haut, supposer f(¢, ¢') symétrique.

20. L’intégrale double de Stieltjes peut sc noter de fagon un peu
différente en faisant intervenir I'expression

n[S]-_—ffsd, de (1, 1),

ot l'intégrale double est étendue a une aire S quelconque du
carré¢ aSt< b, a<t'<h. Hesten somme une fonctionnelle de P'aire S;
c’est une fonctionnelle additive en ce sens que, si 'on réunit deux
aires S et §' sans partic commune

H[S + S| = H[S |+ H[S].

L’intégrale de Sticltjes précédente peut s'écrire alors

[ frore)an

ou, si elle porte sur une fonction quelconque o (¢, ¢')

(25) f[q(t, t)dH.






